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前 计 

单 复 变 函 数论 (简称 复 变 玉 数 论 或 复 分 析 ) 的 理论 基础 是 在 19 
世纪 英 定 的 这 门 学 科 在 上 世纪 及 本 世纪 得 到 了 途 描 的 发 展 ， 自 
从 本 世纪 30 年 代 以 来 , 特别 是 50 一 60 年 代 以 来 ， 我 国 数学 工作 者 
也 对 这 门 学 科 作出 了 重要 的 贡献 。 

由 于 这 门 学 科 在 理论 及 应 用 上 具有 重要 意义， 单 复 变 函 数 已 
成 为 高 等 学 校 数 学 类 专业 以 及 一 些 理 、 工 科 专 业 必 修 的 专业 基础 
课 ， 然 而 在 这 门 课程 中 ,只 包含 复 变 函数 论 的 最 基本 内 容 , 对 于 进 
一 步 作 理论 探讨 和 实际 应 用 都 还 不 够 ， 为 了 满足 这 些 需 要 ， 在 一 
此 同志 建议 下 ,国家 教委 高 等 学 校 理科 数学 、 力 学 示 材 编审 委员 会 
决定 组 织 编写 4 复 变 函 数 专题 选 讲 ?教材 ， 邀 清 中 国 科 学 院 数学 研 
帘 所 ,北京 大 学 .复旦 大 学 .华东 病 大 ,江西 师 大 ,西北 大 学 .福建 师 
大 、 武 汉 大 学 及 高 等 教育 出 版 社 有 关 同 志 共 辣 制 定 该 教材 的 编写 
提纲 , 决定 教材 分 (一 )、( 二 ) 两 卷 出 版 ,并 且 委 托 我 们 担任 主编 

< 选 讲 ( 一 )》 共 分 九 章 ， 包 含 Cauchy 定理 的 推广 ， 景 大 寞 原 
理 , 整 函数 与 亚 纯 函数 ， 共 形 映 射 ， 解 析 开 拓 及 Riemann 曲面 初 
步 , 调和 函数 ,上 函数 与 了 函数 , 椭圆 函数 ，Cauchy 型 积分 ， 上 列 
最 后 三 项 与 复 变 函数 的 应 用 有 密切 联系 ， 其 他 各 项 都 是 专业 基础 
课 内 容 的 进一步 发 展 ， 它 们 在 复 变 函数 论 的 理论 研究 和 应 用 中 都 
有 重要 意义 。4 选 讲 〈 一 )? 第 一 、 二 、 六 章 是 余 家 荣 编 写 的 ， 第 
三 ,四 ,五 章 分 别 是 柏 盛 桃 , 肖 修 治 , 和 何 育 竟 编写 的 ， 第 七 八 万 章 
是 路 见 可 编写 的 ， 

<《 选 讲 ( 二 )? 分 为 十 一 部 分 ， 包 含 复 变 函数 论 中 一 些 比较 专门 


ee 了 。 


的 部 分 ,特别 是 我 国 数学 工作 者 在 其 中 作 过 一 些 贡献 的 部 分 , 即 亚 
纯 函 数 的 值 分 布 , 单 叶 函 数 ,解析 函数 逼近 ， 玉 ? 空间 ， 自 守 函 数 ， 
Riemann 曲面 , 拟 共 形 决 射 ,Dirichlet 级 数 ， 积 分 变换 ,解析 函数 
的 边 值 问题 ， 连 续 介质 力学 中 的 复 变 方法 ， 这 些 部 分 分 别 由 上庄 拆 
泰 , 明 克 .|B 沈 逐 吕 I 任 福 癌 、 刘 书 浴 、 何 育 凌 、 何 成 奇 , 余 家 荣 , 戴 染 基 
和 魏 国 强 , 宁 玉 波及 路 见 可 编写 . 

本 书 可 作为 高 年 级 大 学 生 选 修 课 及 研究 生 必 修 或 选修 课 的 教 
材 ， 也 可 供 广大 数学 工作 者 和 科研 人 员 参 考 。 教 师 在 选用 本 书 作 
为 教材 时 ， 可 选用 其 中 若干 章 或 部 分 ，《 选 讲 (一 )> 各 竟 之 问 及 《 选 
讲 ( 二 )? 各 部 分 之 间 大 体 上 是 彼此 独立 的 ; 但 《 选 讲 (一 )> 中 第 三 。 
四 、 五 这 分 别 是 《6 选 讲 (二 )? 中 第 一 ,七 .六 部 分 的 预 修 材料 , 而 第 九 
章 是 < 选 讲 (二 )》 的 第 十 ,十 一 部 分 的 预 修 材 料 ，< 选 讲 ( 二 )> 各 部 
分 之 间 的 内 容 有 一 些 重复 ;为 了 能 独立 选用 各 专题 ;这 些 重 复 我 们 
认为 是 必要 的 ， 

任 福 况 教授 和 逆 国 楼 教授 仔细 审阅 了 < 选 讲 ( 一 )3 的 书稿 ， 提 
出 了 不 少 宝贵 的 意见 , 谨 此 表示 霹 心 谢 这 . 

本 书 内 容 较 多 ,涉及 面 广 , 其 中 可 能 有 不 少 不 妥 当 其 至 错误 的 
地 方 ， 请 读者 随时 予以 批评 指正 ， 


余 家 荣 ,路 见 可 
1986 年 12 讨 
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第 一 章 Cauchy 定理 


Cauchy 定理 是 复 变 函 数论 的 重要 基础 之 一 , 由 它 可 导出 解析 
函数 的 一 系列 重要 性 质 D， 在 复 变 函 数 基础 课 中 ， 已 经 讲 过 这 一 
定理 ,我 们 在 本 章 中 ,讲述 Cauchy 定理 的 几 种 一 般 形式 . 


$1 同 伦 形 式 的 Cauchy 定理 


1.1 解析 函数 沿 连 续 曲 线 的 积分 用 及 及 人 分 中 表示 实 : 
数 域 及 复数 域 ， 从 及 中 紧 区 间 [e， 刀 到 C 中 的 任何 连续 函数 或 
映射 + 二 y(t)， 称 为 连续 曲线 或 0° 类 曲线 , 记 作 :tH-> y(t) 或 
y:[a,5] 一 >C， 有 曲线 it-> y(9 二 5 一 人 (iE[a,5) 叫 艇 与 曲线 
反 向 的 曲线 如果 ?是 常数 ,那么 就 说 ? 化 为 一 点 如果 7() 在 . 
o 打上 有 连续 的 导数 ， 而 在 “及 的 导数 分 别 理解 为 右 导 数 及 左 . 
导数 ， 那 么 ) 称 为 C: 类 曲线 ， 如 果 有 [w 纪 的 一 个 分 划 

4 一 0<o<<a<<… < 一 an 一 D， 

使 得 ?在 紧 区 间 [Loxy azr 上 有 连续 的 导数 ， 而 在 os 及 qwrti 的 导 - 
0 

设 刀 是 C 中 的 开 集 ,y 是 内 的 分 段 01 类 曲线 ,f: 2 一 > 局 


例如 由 它 可 证 明 ; 解析 函数 有 连续 导数 以 及 任意 阶 导 数 . 直到 本 世纪 中 期 , 这 两 
结果 才 分 别 出 R.L.Plunkett(Bull. Amer. Math,，Soc, 65,1959) 及 E.H. Con- 
nell and P.Porcelli(Bull, Amer. Math.、 Soc. 67,1961) 不 用 Cauchy 定理 ,而 用 鬼 : 
扑 方法 作出 证 明 ， 

。 1» 


是 连续 函数 ， 那 么 
| faz=| foGDy CDat .1) 


其 中 (y(t))y'(?) 在 Ca,5] 上 分 段 连续 0D; 设 $1) 是 这 一 函数 在 
[o 5 上 的 原 函 数 , 那么 就 有 


| FeDaz=wGo) 一 Yo) (1. 2) 


如 果 了 在 口内 有 原 函 数 了 , 则 可 取 g (t)= 了 (y(t))， 这 时 如 果 ? 
是 0° 类 曲线 , 可 把 (1. 2) 取 作 定 义 ， 下面 讨论 一 般 的 情况 . 

定义 1.1 假设 f 是 开 集 8(CC) 内 的 解析 函数 ， 记 作 
JEH(Q); 设 y 是 Q 内 C" 类 曲线 设 有 满足 下 列 条 件 的 一 个 连 
续 映 射 :[a，5] 一 >C: 对 任何 toE[a,53]， 存 在 着 f 在 (#0) 的 
” 令 域 内 的 一 个 原 函 数 Ri。 使 得 在 如 的 邻 域内 ， 

bt)=Fs (y(t)), 

那么 y 称 为 了 沿 曲 线 2 的 一 个 原 芳 数 . 

定义 1.2 设 fEH(Q),Y 是 9 中 一 条 0 类 曲线 , 少 是 f 沿 7 


的 一 个 原 函 数 ， 那 么 取 (1. 力作 为 积分 | f(z) dz 的 定义 . 


为 了 说 明定 义 1 1 及 定义 1 2 是 合理 的 ,在 定义 中 的 假设 下 ， 
要 证 明 ; % 存在 ;公式 (1. 2) 的 右 端 是 一 个 确定 的 数 ;而 且 当 ?是 分 
段 01 类 曲线 时 , 定义 1 2 与 前 面 的 结果 相符 ， 下 面 定 理 将 解决 这 
些 问 题 . 

定理 L1 设 fEH(O),y 是 内 一 条 0' 类 有 曲线， 其 中 介 是 
C 中 的 开 集 ， 那 么 

1” 了 一 定 有 沿 y 的 原 函 数 ; 


@ 为 了 使 积分 f(z)az 存在 ,只 须 设 ? 是 可 求 长 曲线 ，f:y 一 >C 是 连续 函数 , 参 
-者 本 章 $ 3， 近 里 及 以 下 对 ?及 了 所 作 的 假设 ,是 为 了 使 在 $ 1 及 $ 2 讨论 时 比较 简便 
* 2 。 


2” 任何 两 个 这 样 的 原 函 数 的 差 是 一 个 常数 ; 

3” 对 于 分 段 C. 类 曲线 », 公式 (1. 1) 必然 成 立 ， 

证 设 C" 类 曲线 ?:[o， 的 一 人 与 如 的 余 集 的 距离 是 e>>0. 
由 于 兴 纪 在 [oo 5j 上 一 致 连续 , 307 >0, 使 得 Yi 及 纪 EFo 8, 而 
且 此 一 要 | 过 7， 我 们 有 | y(t) 一 ?GG') | 过 e， 作 [a,5] 的 一 个 分 划 
G=00 人 Hb, 使 Qpii 一 dy 之 7 (=0,1,2,…,7 一 1)， 邻 

D;= {slz—r(as) |<e), 
则 
太志 只 ，? (Fas dg+1)]) CD,. 
取 上 了 在 Di 内 的 原 函 数 PP 使 得 在 Di 由 Deri 内 ，Fi 一 Fir1， 定 义 
印 数 少 :[a， 5j->C 如 下 : 在 [ct art1jJ 上 ， 
p(t)= Fe (y(t)), 
那么 yy 是 f 沿 7 的 一 个 原 函 数 ，1° 得 证 . 

由 解析 函数 的 性 质 , 任意 两 个 上 述 原 函数 的 差 是 一 常数 , 即 2* 
成 立 . 

如 果 ? 是 分 段 C! 类 曲线 ， 那 么 在 ?的 每 一 0 类 曲线 段 上 
y(t)=f(y(t))y'(t)， 于 是 (1. 2) 成 立 ， 证 完 . 

为 了 简单 起 见 , 在 本 章 中 , 此 后 我 们 把 0 类 曲线 简称 为 曲线 ， 
并 设 所 有 了 井 线 的 参数 在 [0, 1] 上 变化 , 即 取 本 段 中 的 a=0, 5=1. 

1.2 同 伦 我 们 往往 要 考虑 相互 可 以 连续 变形 而 得 的 曲线 ， 
先 给 出 一 个 明确 的 定义 . 

定义 1.3 已 给 有 相同 端点 的 两 条 曲线 : 

vo:[L0,1]—>0 及 y1:[0,1]—>0. 
其 中 人 是 C 中 的 开 集 ，?ya(0) 二 1(0), Yo(1)=71(1)、 如 果 存 在 
着 从 [0 1x [0, 1 到 内 的 连续 映射 (i,t) 一 >6(t, 忆 , 使 得 


Cy 符号 3 表示 “存在 着 ;符号 Y 表示 “对 任何 "” 


0041,0) =Y0(t), 6(t 1 一 Tt)， 

6(0,w =70(0) 一 ?5(0)，6(D 人 一?o(T) 一 ?IT)， 
那么 我 们 说 ?及 yi 是 (8 内 的 ) 有 相同 端点 的 同 伦 曲 线 ， 

设 po 及 yy 是 从 内 的 封闭 曲线 ， 如 果 存 在 着 从 [0, 1] x [0, 菇 
到 内 的 连续 映射 (i,4) 一 > 6(i,%), 使 得 

6Ct,0)=p0t), 6(t,1)=7(7), 

VauE[0,1], 6(0,%W=6(1,%), 
那么 我 们 说 ?及 7 是 (2 内 的 ) 同 伦 封 闭 曲 线 ， 特 别 ， 如 果 汞 数 
71()=g( 沼 数 ), 我 们 说 封闭 曲线 yo 在 内 与 一 点 & 同 伦 . 

在 上 列 定义 中 ,固定 wt->6(t,) 是 介 内 或 者 与 yo 及 7 有 
相同 端点 的 一 条 曲线 yw 或 者 是 一 条 封闭 曲线 y。 直观 看 来 ， 当 
4 从 0 连续 变 到 1 时 , 这 条 曲线 从 yo 连续 变形 到 71; 或 者 其 端点 
不 变 , 或 者 始终 是 一 条 封闭 曲线 . 

例 1.1 设 yo 及 1 是 开 集 从 内 有 相同 端点 的 两 条 有 曲线， 设 

(tH> Ot, 2) = y(t) tauy(t) 
是 [0, 1 x [0, 了 到 日内 的 连续 映射 ， 那么 yo 及 7; 是 在 内 有 相 
同 端 点 的 同 伦 曲 线 . 

设 Q(z|lz[<< 忆 (0<B<+o0)， 那么 po:t > Rerit 及 
pit> Rer(0<R <R, LEL, 1]) 是 如 内 的 封闭 曲线 ， 取 [0， 
1j] xL0, 1j 到 从 内 的 连续 映射 

(二 > 6(t, DD = (B+ (1 R)e"', 
可 见 yo 及 y! 是 从 内 的 同 伦 封闭 曲 线 ， 如 果 在 >: 中 取 尼 =0, 即 
?1 化 为 原点 ,那么 ?是 与 原点 同 伦 的 封闭 曲线 ， 

有 了 同 伦 概 念 ， 可 作出 单 连通 区 域 的 一 个 明确 定义 ， 

定义 1.4 如 果 区 域 D(CL) 内 任何 封闭 曲线 与 忆 内 一 点 同 
伦 ， 那 么 区 域 忆 称 为 童 连 通 区 域 . 

1.3 同 伦 形式 的 Cauchy 定理 为 了 益 明 同 伦 形式 的 Cau- 
。 4。 


(1. 3) 


(C1. 4) 


-chy 定理 , 先 引 进 一 个 定义 和 一 个 引 理 ;它们 可 看 作 定义 1. 1 和 定 
理工 工 的 推广 ， 

定义 1.5 设 feH(Q), 其 中 开 集 QCC, 设 (i,) >6(， 
2) 是 从 [0，1]x[50， 了 到 2 的 连续 映射 关于 映射 6 的 原 函 数 
纱 (i,2) 是 在 [0,1] x[0,1] 上 满足 下 列 条 件 的 连续 时 数 ; 

V(to, Wo)EL50,1]x[50,1]， 存 在 在 6(to, wo) 的 邻 域内 的 一 
个 原 国 数 ,ws 使 得 在 与 (to, Wo) 充分 接近 的 任何 点 (t,4)， 我 们 
有 

pt, 0) =F, ot, W)). 

应 用 与 定理 1. 1 的 证 法 相 类 似 的 方 靶 ， 可 以 证 明 下 列 引 理 ; 

引 理 上 1 定义 1.5 中 的 原 函 数 必 然 存 在 ， 并 且 任 何 两 个 这 
样 的 原 函 数 相 差 是 一 个 常数 . 

证 由 于 [0,1]x[L0,1] 是 紧 的 ， 可 用 点 姑 及 点 纯 分 路 对 # 
及 4 的 变化 的 闭 区 间作 分 刘 ， 把 [0,1] x[0,1] 分 成 小 矩形 [ti， 
txttj] XLwys4z+1]， 使 得 它 被 6 映射 到 只 中 的 一 个 开 圆 盘 Diss 内 ; 
在 这 开 圆 盘 内 ,f 有 一 个 原 消 数 Fi,;. 

固定 和 由 于 Di,y 作 Det 是 连通 的 非 空 开 集 ， 对 每 个 Fi,y(3 
固定 ，% 变化 ) 可 以 加 上 一 个 常数 ,使 得 Boy 及 有 ty 在 Do 
站 Dzs1s 内 恒 等 。 对 于 所 有 的 进行 这 一 运算 ， 于 是 对 于 u€E[wy， 
ty+r1]， teE[0, 1]， 得 到 一 个 函数 s(t，w)， 使 得 对 于 任何 %， 当 
iE[L tr, tr+1j 时 , 

pit, 0) =Fis(O(t, 1)). 

这 样 , y(t, 匀 在 矩形 [0, 1 x[ws,wyt1j 上 连续 , 它 是 了 关于 映 
射 56; 的 原 函 数 ， 这 里 5 是 6 在 上 列 矩 形 上 的 限制 0。 让 7 变化 ， 
每 个 函数 图 除去 差 一 个 常数 外 是 确定 的 ， 对 j 递 推 ,可 加 上 适当 


QD 即 6 在 上 列 和 矩形 上 有 定义 ,而 且 在 这 一 矩形 上 ,6y(t,8) 一 6(#,4). 
® $5 » 


的 常数 ,使 得 当 4 二 wi 时, (ED 二 ri(bW)， 设 y(t 人 ) 是 在 
[0, 1jx[0，1] 上 如 下 确定 的 茹 数 ， 于 于 任何 上 述 j， 当 wELzy， 
uz+1j 时 ， : 
pt, 0)=(t, 2) OSIEl), 

根据 定义 1 5, y(t,w) 是 了 关于 映射 5 的 原 函 数 。 由 解析 消 数 的 
唯一 性 , 任何 两 个 这 样 的 原 函 数 相差 一 个 常数. 

同 伦 形式 的 Cauchy 定理 可 叙述 如 下 ; 

定理 1.2 设 fSH(D), 其 中 DD 是 C 中 一 个 区 域 , 设 D 内 的 曲 
线 7o 及 yi 或 者 是 有 相同 端点 的 同 伦 曲线 ,或 者 是 同 伦 封闭 曲线 ， 
那 芝 


| 1(a)dz=| f(a)dz. (1. 5) 
特别 , 如 果 封 闭 曲 线 ? 与 D 内 一 点 同 伦 , 那么 
| f(z)dz=0. (1. 6) 


由 上 列 定理 及 定义 1.4 可 立即 推出 : 
潍 1.1 如 果 fEH(D), 其 中 DD 是 一 单 连通 区 域 , 那么 对 D 内 
任何 封闭 曲线 y， 
| f(z)dz=0. 


定理 1.2 的 证 当 ?》 及 ?” 有 相同 端点 的 情形 ， 设 6 是 满足 
条 件 (1. 3) 的 连续 映射 ， 设 区 是 了 关于 4 的 一 个 原 通 数 , 显然 ， 在 
1 一 0 及 t=1 时 , 儿 是 常数 ,从 而 
p60,0)=%(0,1), (1,0)=Y(1,1). 
又 因 


| fa)a=y61,0) 60,0), | fdz=Y 01,D)—w0,D), 


在 这 种 情形 下 , (1. 5) 得 证 . 
当 yo 及 71 是 封闭 曲线 情形 ， 设 6 是 满足 (1. 4) 的 连续 映射 、 


® 6 * 


荡 是 f 关 于 6 的 原 函 数 ， 于 是 4H-> 6(0, 及 4 一 > 6(1,%) 表示 
同一 连续 曲线 ,区 (0, 幻 及 y(1,) 是 并 沿 这 一 曲线 的 原 防 数 ; 从 而 
VuE[O0, 1], 
(1, 9) 一 (0,2) 二 常数 . 
因此 在 这 种 情形 下 也 得 到 (1. 5)， 
公式 (1. 6) 可 由 公式 (1. 5) 推 出 . 
1.4 封闭 曲线 的 指标 “现在 引进 封闭 曲线 关于 一 点 的 指标 
的 概念 。 在 直观 上 ， 它 是 作曲 线 时 围绕 该 点 旋转 的 圈 数 ， 这 里 给 
出 一 个 严格 的 定义 ; 
定义 1.6 设 y:[0，1]->C 是 一 封闭 曲线 . 设 zECQ\y. 积 
分 
-| de 
2781 46 一 各 
称 为 ”关于 z 的 指标 , 记 作 了 (2); 当 7 化 为 一 点 时 , 取 1,(z) 三 0. 
指标 具有 以 下 性 质 : 
定理 1.3 在 定义 1. 6 中 ，7,(z) 取 整 数值 ， 当 zs 在 CNy 中 
变动 时 , 1,(z) 在 CN\?y 的 每 个 连通 支 集 内 取 整 常数 值 , 而 在 无 界 连 
通 支 集 内 为 零 . 


证 设 y(t) 是 z 二 5 沿 ? 的 一 个 原 胃 数 ， 于 是 


| 和 =20)-$(0) 


由 于 %(0) 及 (1) 是 在 同一 点 (0) =?(1) 的 邻 域内 两 原 函 


数 , 即 Ln(s 一 z) 的 两 个 解析 分 枝 在 6 二 700) =2(1) 的 值 ， 可 见 
水 (1) 一 (0) 是 2xi 的 整数 倍 , 从 而 了,(z) 取 整数 值 . 
对 于 及 z 十 AzSCNy 我们 有 


1 Az 
1,(z+ Az)— 1,(z) -i | CA EAD 


7 » 


于 是 当 Az 一 0 时 , 刀 (z 十 Az) 一 六 (2 一 0， 即 1,(z) 在 C\y 中 任 一 
点 连续 , 从 而 它 在 C\y 的 任 一 连通 支 集 内 取 整 常数 值 . 

在 C\y 的 无 界 连通 支 集 内 , 由 Cauchy 定理 ,1,(z) 二 0, 

现在 研究 同 伦 封 闭 曲 线 对 一 点 的 指标 。 为 此 ， 鞠 证 明 一 个 引 
理 : 

引 理 1.2 设 封闭 曲线 Yo 及 ?: 是 [0, 1] 到 C 的 映射 ， 如 果 
wEC, 并 且 ViE[0,1], 有 

[p(t)— yt) < ao pt) ， (1.7) 

那么 1,,(9%) = 二 1,,(&). 

证 由 (1.7),gEyoUYy1 令 

p=(p1—0)/ (po—0), 

那么 由 (1. 7), |7 一 1| <1， 于 是 封闭 曲线 7 在 不 含 0 的 圆 盘 内 ， 
从 而 


| -全 -0 即 1,(0) =0. 


又 因 


所 以 1 了,(0)=T,,(g) 一 1,,(g) 二 0.5[ 理 得 证 ， 

定理 1.4 设 Y 及 yp 1:[0, 圳 >C 是 开 集 介 内 的 同 伦 封 闭 遇 
线 . 如 果 c&E9, 那 么 1, (9) 二 1,,(%). 

证 设 6(t, w) 是 定义 1. 3 的 第 二 部 分 中 引进 的 函数 .于 是 . 
3 了 e>0, 使 得 当 ( 2)EL0, 1]x[0,1j] 时 ， 

Ia~6(t,u) |>e. (1. 8)， 

对 于 这 一 e 放 0, 可 对 0 人 1 及 0<w 亿 1 作 分 划 ; 0 一 二 < 扫 志 
之 找 过 1 及 0=W 之 记过 Ww 过 之 Ww 二 1， 便 得 YjE{0, 1 
2,.……, 1m—1}, VtEL0, 1], 

(6Xt, 2) —6(t, sy) | es 


又 由 (1. 8)， 
[6(Ct,w)—6(t, +1) [< |a—o6(t, wi) | (1. 9) 

令 6/(2)=6(t，4) (j= 二 0，1,…，m)， 于是 yo(t)=60(1)， 
pit)=6m4t)， 由 (1. 9) 及 引 理 1, 2, 7,(0) 二 了 oy, (0), 从 而 了 ,a) 
一 1 (%). 

定理 1 4 给 出 了 同 伦 封 闲 曲线 的 一 个 必要 条 件 ， 人 E 
个 充分 条 件 . 例如 设 两 点 4a 及 bEC 
在 开 集 C\{a，5b} 中 作曲 线 yo 
(走向 为 clecfgchjcklc) 及 1 如 
图 1. 1. 由 直观 看 出 ,1,,(a)= 
1,.(0)=0,1,,(9)=1,,(5)==0. 但 
曲线 ?及 71 在 CN{a, 引 内 不 同 ， 
伦 ， 图 1.1 

在 下 节 中 ， 我 们 将 对 Cauchy 定理 所 适用 的 曲线 的 范围 作 进 
一 步 的 推广 , 


$2 同调 形式 的 Cauchy 定理 


2.1 链 与 闭 链 现在 要 把 定理 1.2 中 所 涉及 的 品 线 加 以 推 
广 . 

设 8 为 开 集 , 曲线 7COCC. 设 fEH(Q)， 把 y 分 划 成 彼此 
相 衔接 的 曲线 V1s V2, ,Vn 那么 就 有 

| roaz=| fCadzt| fadat et]| fla) az. 
我 们 把 y 的 上 述 分 划 写 成 “形式 和 ”: 

?一 十 ?2 十 十 ?rw 

当 2 ya Yr 是 中 的 曲线 ,而 不 一 定 构成 某 一 曲线 的 分 划 时 ， 


二 9 。 


也 可 考虑 上 述 形式 和 以 及 相应 的 积分 . 
定义 2.1 设 ?5 ?ya 是 开 集 吕 (CC) 中 的 曲线 ， 那 么 
它们 的 形式 和 


DB 
p= Dmyr=myit mtn 十 map (2. 1) 
b= 


称 为 一 条 链 , 且 称 此 链 ?CO, 这 里 mi,ma…mi 是 正 , 负 整 数 或 零 
如 果 ? 可 表示 为 有 限 条 封闭 曲线 的 形式 和 , 那么 就 称 它 为 一 团 链 
设 feH(Q)， 那 么 了 沿 闭 链 y(2. 1) 的 积分 定义 为 


| fC 62= Dm | f(z) dz. (2. 2) 
? k=1 YE 


因为 一 条 曲线 可 以 写成 几 条 曲线 的 形式 和 ， 所 以 链 或 闭 链 的 
形式 和 表示 式 不 是 唯一 的 .封闭 曲 线 可 以 看 作 闭 链 的 特例 ， 封 六 
曲线 的 指标 也 可 推广 到 闲 链 ， 我 们 有 : 

定义 2.2 设 ?”(CC) 是 一 闲 链 , zxECN?， 积分 


1 | de : (9. 3) 


ij 一 
称 为 关于 “的 指标 , 记 作 1,(z). 
设 闭 链 po 及: 己 开 集 OCC， 如 果 YzEC\ 0, 
Ty,(2)=1,,(%), 
那么 我 们 说 加 及 亿 在 2 内 同调 ， 如 果 YzEC\9， 


Ty Cz) 一 0， 
那么 我 们 说 加 在 如 内 与 零 同调 . 
如 果 闭 链 ?可 表示 为 形式 和 (2. 1), 那么 由 (2. 2), VYzEC\y， 
1,(2)= 2 md,, (2). (2. 4) 
k=1 
因此 ,如 果 闭 链 ?及 ?在 开 集 只 内 同调 ， 那 么 Yo 一 V1 在 人 内 与 


零 同调 . 


e 了 0 。 


顺便 指出 ; 定理 1. 3 在 » 是 闭 链 时 也 成 立 ， 

2,2 同调 形式 的 Cauchy 定理 现在 可 将 $1 中 的 Cauchy 
定理 推广 如 下 : 

定理 2.1 设 fEH(Q), 其 中 9 是 CC 中 一 个 开 集 ， 设 如 内 的 
闭 链 yo 及» 在 人 内 同调 ， 那 么 公式 (1. 5) 成 立 . 

特别 , 如 果 闭 链 yo 在 内 与 零 同 调 , 那么 公式 (1. 6) 成 立 ， 

由 定理 1. 4 及 定义 2. 2, 如果 定理 2. 1 中 的 只 是 区 域 , 闭 链 9。 
及 71 是 同 伦 闭 曲线 , 那么 它们 在 2 内 是 同调 的 . 因此 定理 1.2 可 
以 看 作 定理 2. 1 的 特例 .不 难看 出 系 1 1 对 D 内 任何 闲 链 y 也 
成 立 . 

定理 2.1 的 证 我 们 先 证 (1, 6)， 设 人 有 界 ，Y6>0， 把 复 平 
面 C 用 边 长 为 6 的 正方 形 网 盖 住 。 用 0;(jEJ) 表示 网 中 包含 在 
4 内 的 闭 正 方形 ， 因 为 8 是 有 界 的 ， 所 以 J 是 有 限 集 ， 而 且 当 6 


充分 小 时 ,J 不 是 空 集 , 令 人 ,= | ] 8;， 基 内 部 记 作 8,， 用 2; 及 
JEJ 


“。 11 。 


30。 分 别 表示 8; 及 ;的 用 正 向 取 的 边界 ， 那 么 
309,= S30,, 


这 里 表示 “形式 和 ”. 

设 ”是 怠 内 与 零 同 调 的 一 个 闵 链 ， 取 6 充分 小 ， 使 ?CO。 
设 5EONO， 那 么 5 属于 上 述 网 中 一 个 闭 正方 形 8. 36o 属于 %， 
但 不 属于 QQ， 于 是 在 9 中 作 连 接 Z 及 和、 且 与 2。 不 相交 的 线段 ， 
从 而 上 及 6o 在 CNy。 的 同一 连通 支 集 内 ， 由 假设 , fr(co) 一 0 因 
此 由 定理 1. 3 及 定义 2. 2 后面 的 说 明 ， 可 见 Treo(C)=0， 特别 在 
<c94 时 ,7,,.(£)=0. 

由 于 了 在 介 内 解析 , 当 zEQ ,时 ， 


f(z)= 271 2 1 
由 此 可 得 到 
| f(z)dz=| (| , | 天)zz (2.5) 


如 果 上 列 逐 次 积分 可 以 交换 积分 次 序 ; 


| (| 1 -| (mm | 二 
(2. 5 ) 


那么 上 式 右 边 内 层 积 分 是 一 J,,(6) 二 0, 于 是 积分 (2. 4) 是 零 , 从 而 
在 只 是 有 界 的 情况 下 证 明了 (1. 6)， 

为 了 完成 证 明 , 只 须 证 明 公式 (2. 5). 设 > 像 ? 一 样 由 (2. 1) 
确定 ,而 yx:[0, 1]->C, 其 中 yw 是 一 封闭 曲线 , 那么 只 须 证 明 


| (人 POR = -| HG 人 (| #3) (2. 57) 


设 yz 与 人, 的 余 集 的 距离 是 e>0， 像 在 定理 1. 1 的 证 明 中 那样 ， 
对 [0， 1] 作 分 划 0=to<t < t=1, 使 tj+ri—tj<n, 并 且 设 
ss 2， 


a 的 抽 EX 证 有 hd、 oa 人 Eyesaler 有 is ii -api 人 


Y(0) 是 | 此 CL 2 沿 曲 线 ye 的 一 个 原 函 数 . 于 是 
(2.5”) 的 左边 = (DD 一 (0) 二 ICy(6it2) 一 p(t2)] 


= DLPs(ye(tirn)) Fve(ti))] 


-Smee 


J 


-| oa fe )ae 


-| , FO(| a 1) (2.5) 


其 中 万 是 | 。 天 二 在 ?(4) 的 邻 城内 的 原 函 数 ， 


TCR 
表示 ys(t) 及 yr(tii1) 的 联 线 ， 2x(0),ps( 了 表示 这 些 联 线 所 构成 
的 折线 ， 
令 
6 0) =hE) + yt) BA (CEL, tl), 
其 中 


h(t)=pa(t)) + Er(tir) — pa(t)] 站 


一 二 7 
可 见 入 与 入 (0 CT17 同 伦 ， 于 是 根据 定理 1. 2， 由 (2. 5””') 可 
推出 (2. 5")， 从 而 得 到 (2. 5 )， 定 理 2.1 在 9 为 有 界 情形 证 完 . 
如 果 怠 无界， 那么 可 取 一 个 充分 大 的 圆 盘 1z|< 刀 包含 ,并 
且 把 怠 用 它 与 这 一 圆 盘 的 交集 9' 来 代替 ， 于 是 在 9' 中 的 任 一 
点 中 或 者 在 中 的 余 集 内 ， 或 者 在 上 述 圆 盘 以 外 ， 在 两 种 情况 下 ， 
7,(a) =0， 于 是 ?在 内 与 零 同 调 ， 对 Q' 应 用 以 上 证 明 ， 我 们 
就 对 任何 开 集 2 证 明了 (1. 6)， 
es。 33 。 


其 次 证 明 (1. 5)， 设 ?及 和 在 只 内 同调 ， 由 (2.4)，? 王 7 

一 ?1 在 从 内 与 零 同调 .由 上 述 结果 及 (2. 2), 就 有 
o=| fz)az=| f(a)dz—| f(z2)dz. 

由 此 立即 得 到 (1, 5). 

由 定理 2. 1 可 以 得 到 Cauchy 公式 的 推广 ; 

定理 2.2 设 fE 有 HH(Q), 其 中 从 是 C 中 一 个 开 集 ， 设 闭 链 ?。 
在 人 内 与 零 同 调 , 那么 YzEONyo， 

fT) = fe. (2. 6) 


Hi J 6—% 


证 由 于 5 二 z 是 [f(s) 一 1(z)J/(E 一 2) 的 可 去 奇 点 , 销 数 


f(6)—f(%) ， 
rG-| a (LEQN\{z)}); 
f(z) (人 =) 


在 从 内 解析 于 是 由 定理 2. 1, Yz€0\y，， 


1 _1[ ff(z) 
,TOE 二 | 2 


_1[ fa 
7 er 


0= 


证 完 ， 


$3 局 部 Cauchy 定理 的 推广 


3.1 连续 函数 沿 可 求 长 曲线 的 积分 “ 同 伦 及 同调 形式 的 、 
Cauchy 定理 都 是 大 范围 的 Cauchy 定理 . 现在 讲述 局 部 Cauchy 
定理 的 一 种 推广 形式 .为 此 ， 我 们 先 引 进 可 求 长 曲线 以 及 连续 范 
数 沿 这 种 曲线 的 积分 . 

定义 3.1 已 给 0° 类 曲线 pi:t> y(t)(tE[a, 8b]，yEC).. 
相应 于 [o 的 的 分 划 z= {qo ay cz， an}: 

» 14。 


0 一 00<aol a < a, = b, (3.1) 
作 和 式 


T= Dy(C0)—y (0-0) (3. 2) 
b=1 


如 果 对 所 有 分 划 作 的 上 列 和 式 有 界 ， 那 么 》 叫 做 可 求 长 曲线 ， 
做 函数 p(t) 在 [a,5] 上 的 爹 变 差 ， 如 果 »:[a,5] >R， 那 么 曲线 
> 是 实 轴 上 的 一 条 线段 ，y(?) 是 [a,51 上 的 实 值 函 数 ; 这 时 关于 有 
界 变 差 的 上 述 定义 仍然 适用 , 
设 yp(2)=z(t)+iy(t), 其 中 z(t) 及 Y(t) 是 实 值 函 数 ， 由 于 
[x(an)—z(ar-1) | 及 |y (ar) —y (qx-1)| 
S|y(ar)—y (ar-1)| 
|r(ae)—z(ae-) 1 十 18(cz) 一 gz-i) |， 
可 见 0" 类 曲线 ?可 求 长 的 必要 与 充分 条 件 是 : z(t) 及 区 Et) 是 [a， 
妇 上 上 的 有 界 变 差 国 数 ， 
在 “数学 分 析 ? 课程 中 , 已 引进 上 述 曲线 的 长 的 定义 ,并 且 已 经 
证 明 : 如 果 ? 是 分 段 CI 类 曲线 ,那么 可 求 长 ,而 且 它 的 长 是 


[Wer er 


当时 还 定义 过 连续 函数 沿 这 类 曲线 的 积分 . 

为 了 研究 连续 复 值 函数 沿 一 般 可 求 长 曲线 的 积分 ， 先 引进 下 
列 定义 . 

定义 3.2 设 已 给 函数 fy->C; 其 中 » 是 定义 3.1 中 引进 的 
C0" 类 曲线 ， 如 果 复合 函数 fp 二 (Y(t)) 在 [o,5] 上 连续 , 那么 我 
们 说 在 曲线 > 上 上 连续. 

定理 3.1 如果 函数 了 在 可 求 长 曲线 7;[a， 刀 >C 上 连续 ， 
那么 3TEC, 满 足下 列 条 件 : Ye 之 0, 36> 0, 使 得 对 [ob] 的 任何 分 


。 15 。 


划 x(3. 1), 只 要 Ar) = max {Ge 一 Ge- <6, VE ESag-1s Qs 


ee) <e, (3. 3) 


人 ~ 


2 的 Stieltjes 积分 , 记 作 
7=| fay = | FyCt ay). (8.4) 
相应 于 分 划 7, 作 和 式 
s.(f°)) = > f(a) Ey (a) —y (dx-1) }, 
k=1 
先 证 明 下 列 引 理 : 1 
引 理 3.1 设 上 及 ?” 与 定理 3.1 中 一 样 ,那么 Ve>>0, 36>0,. 
使 得 : . 
”DD 对 [La,5j 的 任意 分 划 x(3.1), 只 要 A(n) <6, YVESE[ap-1， 
qs 
8 (fo TED)) ya) — ?Coxz- < 了 (3.5) 
b=1 
2) 对 5o, 所 的 任 志 两 分 划 二 及 x', 只 要 A(z)<6,A(x') <<6, 
[se(foy)—sr(for) | <3 (3.6) 
证 由 于 fo 在 紧 集 [a,5] 上 连续 ， 任 给 e 汪 0, 36>>0， 使 得 
当 二 及 #ELa,5j, 而 且 1t 一 过 6 时 ， 
[f(y(t))—f(p(1))| <ey dl, (3.7): 
其 中 ! (>0) 是 曲线 ?的 人 长 (不 必 考 虑 1 =0 情形 )， 
1) (3.5) 的 左边 可 写成 


L702)) —f (PE)) I Co) — yan)) 
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<P f(a)) -fy ED)) 1y (a) —7(0-). 
册 (3.7), 上 式 右边 小 于 


(e/4D SI ye) -ad <(e/4D) -1=4. 
大 =1 
于 是 1) 得 证 , 
2) r(3. 1) 及 是 Fe， 引 的 两 个 分 划 ， 且 满足 A(z) < 及 
A(z)<6. 引进 分 划 z =zUx 记 玫 ={xnEo-i GxJ}U 
{ax-1, ai， 那么 


z= Ua, sfo7)= sh). 
k=1 k=1 


设 z= {a ,由 (3.7)， 
1s. Cfoyp)— f(y Ca)) (ya)— pa))! 


<(e/4D 2 vo)— ya, 


从 而 
ls (fo7)—s (fp) | <F 2 Ey) (oj)| 
ee ,_e€ 
同样 
lsw (fy 一 so(fo 人 1 全 (3.9) 


由 (3. 8) 及 (3. 9) 可 推出 (3. 6)， 于 是 2) 得 证 . 
定理 3.1 的 证 首先 确定 复数 1， 取 [a，5] 的 分 划 的 序列 
{xm) ,使 得 4(rn)y 0(nf co)@, 于 是 由 引 理 3.1，{s。 (fy)} 是 
@ 人 N 及 分 别 表 示 “ 递 增 趋 于 ”、 “严格 递增 趋 于 ”、“ 递 减 趋 于 "及 “严格 化 
减 趋 于 ”。 - . 
。17 .8s 


一 Cauchy 序列 . 令 
lims., (f°7) =7. 
其 次 证 明了 满足 定理 8. 1 中 的 结论 。Ve 汪 0，INEN :使 得 
Vm>N, 
ls f°)—IT|<e/4 (3. 10) 
像 引 理 3. 1 中 那样 , 取 6>>0 相应 于 ee 之 0， 并 且 取 定 整数 Wi 
>N， 使 得 当 m> Ni 时 ,A(z)<6. 取 [0 的 分 划 r(A(Cr)<6)， 
由 引 理 3. 1 当 生 盖 NW 时 ， 
|s.(f 7 一 So (jp) <e/12 (3. 11) 
由 (3.10),(3.11) 及 (3. 5) 就 可 推出 (8. 3)。 定理 3. 1 证 完 . 
在 定理 3. 1 的 假设 人 下, 类 似 地 可 证 明 : 37*EC, 清 足下 列 条 件 : 
Ve>0,36>0, 使 得 对 [ae， 的 的 任何 分 划 zx (3.1)， 只 要 A(x)<6， 
VErE[ar-iy a 


DfCOV(ED NP) — par ) | <e. 
k=1 


7* 记 作 下 列 积分 : 
P=) ia = CGOD)11ay(91 


特别 ， 
| er1=| lav(D1=1 (曲线 ?的 长 )， 
而 且 不 难看 出 ， 
[ffav|<) Hilarl. (3. 12) 
3,2 局 部 Cauchy 定理 的 一 种 推广 局 部 Cauchy 定理 可 推 
广 如 下 : 


定理 3.2 设 1(z) 在 可 求 长 封闭 Jordan 曲线 即 简单 连续 曲 
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线 7 所 围 成 的 内 部 区 域 D 内 解析 ， 在 D= DU 上 连续 ,那么 
| f(z)dz=0. 


关于 封闭 Jordan 册 线 可 把 平面 分 成 两 个 区 域 的 证 明 , 请 参看 
M.H. A. Newman, Topology of Plane Sets of Points; 2nd 
Ed. (Camb. Univ. Press, 1954). 

宇 理 3,2 有 种 种 证 法 , 清 参 看 胡 坤 了 数学 论文 集 ( 人 民 教 育 出 
版 社 , 1960 年 ); G. Valiron,Théorie des Fonctions(Paris, Ma. 
sson, 1948); M.H. A. Newman 的 上 引 书 ; 以 及 普 里 瓦 洛 夫 ， 复 变 
的 数 引 伦 (高 等 教育 出 版 社 ,， 1956 年 8 月 )， 本 书 中 这 定理 的 征明 
用 到 Lebesgue 积分 ,但 比较 简明 , 它 是 Th. Estermann 作 出 的 ,请 
人 参看 普 里 瓦 洛 夫 的 上 引 书 . 

为 了 证 明定 理 3. 2, 先 证 明 三 个 引 理 ; 

引 理 3.2 设 x( 引 是 在 [4,5] 上 有 有 界 变 盖 的 连续 实 值 浪 效 ， 
设 它 定 La,5] 上 的 金 变 差 是 V.， 用 有 (vw) 表示 函数 x(t) 在 Le,?) 中 
取 值 的 次 数 (h(z) 可 能 为 0)， 那 么 ,可 用 Lebesgut 积分 衣 

Vs=| hv)av. (3. 13) 

证 不 失 一 般 性 ,可 设 4=0,5=1， 证 明 分 两 步 进 行 . 

1) 定义 函数 和 (2 如 下 : 把 0 委 上 <1 分 成 2 个 等 长 的 区 闻 
[2 一 (7 一 1 2 01)(7 一 1 2 2) 并 且 用 加 (2 表示 zt) 在 其 中 
取 值 > 的 上 列 区 间 的 个 数 ， 显然 加 (2) 志 ht1(2)， 还 可 十 盟 

lim on(2) =h(v). (3. 14) 


事实 上 ,在 8(v) 太 1 时 , Vn, 和 (0) 二 和 (Cw). 
在 1< (2)<co 有 时, 设 E6120, En 是 Xt) 二 2 在 [50， 1 上 的 
根 . 令 6=min{81 一 61 1) (1 二 2,3，…， 有 (90))， 那 么 VnE fn12 
。19 .， 


一 9 hv) = 有 (op)， 

在 84(o) 一 00 时 ,Vm(EN)>1, ES (0 二 和 < 各 < 
一 和 < ,使 得 x2(51) =z(5) =z(6) =v. 令 6=min {1 一 -1 
(7=2,3,…, ry)， 很 明显 ,对 于 每 一 个 适合 2”<6 的 四 也 就 是 说 ， 
从 一 个 充分 大 的 和 起 都 有 可 (2?) 之 m， 换 名 话说 , limhn (2) 一 co. 

因此 在 任何 情况 下 , (3. 14) 成 立 ， 

2) 设 加:(o)=1 或 0 按照 zx(t 在 [2-*(1 一 1)，2-0) 中 是 否 
取 值 p 而 定 ， 于 是 


多 23 
Na 人 2) = hv). 


用 并 5 及 ma 分别 表 示 zx( 旭 在 [2"(1 一 1), 2-”7 中 的 最 大 值 及 
最 小 值 ， 于 是 


h w= oT oom dU Or 4 00); 
的 1, 当 VE(ma,1, Mn), 
从 而 
2n 加 
2 Mis mi) =| h,(v) do, 
i=1 = 一 中 
由 Levi 定理 ， 


2 wo 
3lim DN Mi me) =| hav. 
dhe = 0 


由 于 z(t) 在 L0,1] 上 是 有 有 界 变 差 的 连续 函数 ， 可见 (3. 13) 成 立 . 
引 理 3. 3 设 可 求 长 封闭 Jordan 曲线 ? 可 表示 为 
p=p(D=20) iy(t) (1EL0, 1)， 
其 中 2(1) 及 y(t) 是 实 秆 函数 ,y(0) 一 y(t)， 那 么 
B= {cly 与 +=C 有 无 穷 个 交点 } 
的 Lebesgue 测度 是 零 . 
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证 由 假设 ,zx(t) 是 有 有 界 变 差 的 连续 实 值 函 数 ， 用 (ec) 表 
示 z(t) 在 [0,1) 中 取 值 c 的 次 数 ; 它 就 是 曲线 ” 与 直线 zx= ec 的 交 
点 的 个 数 .由 引 理 3. 2, h(c) 是 Lebesgue 可 积 的 ,从 而 8。= {clh(c) 
二 00} 和 的 Lebesgue 测度 是 零 ， 

引 理 3.4 设 曲线 > 同 引 理 3. 3， 那 么 Y6>0, 3aER ,使 得 曲 
线 与 直线 z= 二 4g 十 m6(mE 乙 = {0, 土 1, 土 2,…}) 中 任 一 条 只 有 有 
限 个 交点 . 

证 采用 引 理 3.3 中 的 记号 ,YmEZZ,B。1ms 的 Lebesgue 测度 
是 零 ， 从 而 U Batms(mE 包 ) 的 Lebesgue 测度 是 零 ， 于 是 JaER 
满足 引 理 中 的 结论 . 

定理 3.2 的 证 明 由 于 jz) 在 六 上 一 致 连续 ，Ve>>0，36E 
(0,1)， 使 得 Vz 及 z0ED 且 满 足 |z 一 zol 过 26 时 ，|f(z) 一 了 (x0)] 
ee. 

现在 选取 aER, 使 其 满足 引 理 3. 4 中 的 结论 ; 还 选取 BER， 
使 得 曲线 » 与 直线 y==B 十 m3(msE 世 ) 中 每 一 条 只 有 有 限 个 交 虚 , 
于 是 直线 z=a 十 m6 及 y= 十 mm6 把 DD 分 成 有 限 个 区 域 D1,，Di， 
…, Dw, 其 中 每 一 个 的 边界 是 可 求 长 的 Jordan 曲线 ， 记 作 yi, y?， 
…, Vw， 于 是 


[f= 2], Fa, 


这 里 每 一 个 积分 是 沿 曲 线 关 于 所 围 区 域 的 正 向 取 的 , 设 在 > …， 
yx 中 只 有 前 g 个 含 ?Y 上 的 点 ， 那 么 由 简 单 形式 的 Cauchy 定理 ， 


[GL f(z2) dz， (3, 15) 


用 ! 及 ls 表示 上 曲线 的 长 ， 考 虑 直线 z=a+m6 及 y=B++m6 
(mEIN ) 所 构成 的 正方 形 ; 其 边界 上 含有 上 的 点 的 正方 形 的 个 数 
e 27 。 


不 超过 4(1/6 十 1)， 于 是 


p33 一 7 委 46. “4(1/8+1) <161+ 168; 


n=1 
? 
由 于 5<<1， 即 得 之 ,71,<177 十 16， 
n=1 


显然 ,y; 的 直径 不 超过 MM 2 6， 选 取 zoEy。 我 们 有 


上 (f(z)—f(20)) dz |& Le. 


另 一 方面 
,G0 -Fa =|, 1) fa), wm 
= f(z)dz, 
从 而 
ee 
于 是 由 (815j， 


| fla) 


< rea 


(Pekar 
n=1 . 


由 于 6 是 任意 正 数 ,定理 3. 2 得 证 . 
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第 二 章 ”最 大 模 原理 


“最 大 模 原理 是 复 变 函 数论 中 的 一 个 重要 原理 。 本章 给 出 这 个 
原理 的 推广 形式 有 关 结果 及 其 应 用 ， 


§1 .Lindeldf_Phragmén 定理 


1.1 Lindel5f 定理 ”我 们 知道 ,在 有 界 区 域内 解析 、 在 其 闭 
包 上 连续 的 冰 数 或 者 恒 等 于 常数 ， 或 者 只 在 区 域 的 边界 上 达到 最 
大 模 ， 但 是 对 于 无 界 区 域 , 这 结 果 不 一 定 成 立 ， 例 如 函数 f(z) 
=exp(e) 在 D= 和 | 1Imz|< 叶 ) 内 解析 ,在 D 的 闲 包 上 连 线 
而 且 在 D 的 边界 3D 上 ，|f(z)1= 1， 考虑 z 取 正 实数 值 情形 ,就 
可 看 出 f(z) 在 D 内 无 界 . 

要 把 最 大 模 原 理 推 广 到 无 界 区 域 情形 ,需要 对 f(z) 在 无 穷 远 
点 邻 域内 的 增长 性 加 上 一 些 条 件 ， 此 外 , 我 们 也 不 必 假 设 f(z) 在 
区 域 的 闲 包 上 连续， 现在 引进 下 列 定义 ; 

定义 1.1 设 产 D-> 有 ,并 且 oc3D, 这 里 万 是 C 中 的 区 域 ; 妆 
D 为 无 界 域 时 ，a 可 能 为 co， 当 # ->a 时 ，f(z) 的 上 极限 Iny7(z) 
= 也 (有 限 实数 ) 的 定义 是 : Ye>0， 

1) 3a 的 一 个 邻 域 Vo,YzEVs ND, f(z)<L+e; 

2) 3{sn} D(z->0), f(zn)>L—e. 
当 ->a 时 ,f(z) 的 下 极限 lim 1(z)= 1( 有 限 实数 ) 的 定义 是 ，Ye 
>0, " 
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1’) 3a 的 一 个 邻 域 了 。,VzEr omD, 帮 zz) 一 引 

2') 3{zn} CD(z2n>a), f(z21) <L+e. 

显然 ,如 果 

Tif(2) =limf(z), 

那么 3limjf(z)， 并 且 等 于 上 列 上 、 下 极限 的 公共 值 。 当 工 或 1 
= 土 oo, 识 DCR 时 ,不 难 作出 上 ,下 极限 的 相应 定义 。 

最 大 模 原理 可 推广 如 下 ; 

定理 1.1 设 D(CC) 是 一 区 域 ,并 且 f(z) 在 D 内 解析 . 又 设 
IM>0, YaED.D®, Tm |f(z)| 志 H(zED)， 那 么 VzED， [f(z)| 
之 MH. 

证 Vz0ED, Ye 半 0, VaE9wD, 存 在 a 的 一 个 邻 域 ,Vs(zoEV。)， 
VzEVsD,1f(z)| 二 M+ .3D\V。 是 一 有 界 闭 集 , 因此 可 找到 有 限 


| U py V. D9D. 于 是 zo 在 OV 。,( 上 二 1， 
k=1 


…,%) 及 3V。 所 围 成 的 一 个 区 域 D(CD) 内 ,VzE3D', 我 们 有 1f(2)| 
<M+e. 因 此 由 最 大 模 原 理 ， 1f(zo) | 入 允 二 *. 由 于 。 及 zo 的 任意 
福 , 我 们 就 可 得 到 定理 1. 1 的 结论 ， 

系 1.1 设 f(2) 在 D= (zz5<Rez<c 可 内 解析 并 且 有 界 ， 这 
里 x1 及 z: 是 两 个 有 限 实数 . 如 果 Vae{z|IRez= 和 或 zj ,TEL 
<M(zED) ,那么 YzED,|f(z)| 委 对 . 

证 Ye>0, 取 

9g(z2)=e'*f(z), 
当 a==zy 十 iy(j 二 1,2;Y 是 实数 ) 时 ， 
Hmly(z)| =e" (地 -nT Timilf(2)|< ea 


@ 当 D 号 是 有 界 域 时 ,39mD 一 9D; 当 D 是 无 界 域 时 , 3.D =9DU1c}. 
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其 中 丰 =max{fzi,z 对 。 又 因 F(z) 在 刀 内 有 界 ， 
mls(2)| 一 ae |f(2) |<e*iM. 
机 定理 1.1,Vz'==z' 十 it'ED, |g(z') | 考 e' 革 以, 从 而 
If (2) 1 Se + MM. 
令 e->0, 我 们 得 到 |f(z") | 二. 证 完 . 

E.L. Lindel6f 放宽 了 定理 1. 1 中 对 函数 增长 性 所 加 的 限制 ， 
得 到 了 下 列 定理 ; 

定理 1.2(Lindel61) 设 函 数 / 及 ?在 区 域 D 内 解析 , 而且? 
在 D 内 有 界 且 无 零点 ， 如 果 正 数 以 及 3.D=:4UB 满足 下 列 厅 件 : 

1D VaéA, ilf(2) <M; 

2) VbEB, Yn>0, Tm lf(2) lio(2) <M, 
那么 YzED, 1f(z)|<M. 

证 取 Lnp(z) 在 D 内 的 一 个 解析 分 村 Ing(z). 于 是 Vn 
汪 0，g(z) 二 exp (91ng9(z)) 是 (p(z))" 在 DD 内 的 一 个 稻 应 解析 分 
枝 . 设 K 是 |p(z)| 在 DD 内 的 有 限 上 界 . 令 F(z)=f(z)g (z)K-", 
却 么 在 DD 内 ,了 (z) 解 析 ,并 且 |F(z) | 志 |f(z)|. :于 是 由 洋 及 2)， 

Walr(a) <M, mIF() ISMEK™ 
街 定理 1. 1,YzoED,1F(z0)| 达 max {及 ,让 "'M} ,从 而 

If(z0) | Slg(z0) | "Kmax{(M, K-"M}. 
令 n>0, 就 每 到 |f(z0) | 声 导 ， 定 理 得 证 . 

1.2 _ Phragmen 定理 L.E.Phragmén 把 Lindelof 定理 应 
拥 到 角形 区 域 ,并 且 取 特别 的 函数 9(z), 于 是 得 到 了 下 列 定理 : 


定理 1.3(Phragmén) 设 4 之 二 ， 并 且 令 


p=}z 


a a.1) 


， 设 f 在 D 内 解析 ,并 且 有 正 的 常数 六 ,P 及 5b(<a), 使 得 对 于 2ED 
及 YwE9D，- 


Half(2) 1<M, 2 
而 且 对 于 zED, 当 |z| 充 分 大 时 ， 
|f(z)| <Pexp(1z1’), 《1. 3) 


那么 YzED, |f(z)| 入 M， 
证 取 cE(5, a), 并 且 令 9p(z) = exp(~—2") (zeD). 如 果 . 
z 二 re''ED, 那么 
[9(z)|=exp(—r’cosc0). 
由 于 这 时 190| 二 x/2a， 我 们 有 clo|<er/2a<n/2, 从 而 coscb> 
cos(cx/2q) 一 p( 设 ) 之 0， 因 此 我 们 有 
iilp(z)|=0(zED). 


于 是 g(z) 在 DD 内 有 界 且 无 零点 ， 

在 定理 1.2 中 取 D 为 (1.1), 取 4=9D，B={co}， 由 (1. 2)， 
可 见 这 里 的 jz) 满足 定理 1. 2 中 的 条 件 1)， 其 次 , YI >0, 当 zxE: 
及, 并 且 |1z| 充 分 大 时 ， 

|f(z)ilo(z)1l"<Pexp(r’— nr°cosc0) 
<Pexp(7:— nr7°p). 
于 是 了 及 9 满足 定理 1. 2 中 的 条 件 2). 应 用 这 一 定理 , 立即 得 狼 
定理 1. 3 的 结论 ， 
ybs(0,2r), 在 定理 1 3 中 把 由 (1. 1 确定 的 D 换 成 
~- D,={z||argz—0|<w/20a}, 
这 定理 仍然 成 立 、 

应 用 定理 1. 3, 可 以 证 明 : 在 这 定理 中 , 可 把 (1: 8) 换 成 较 宽 的 : 
条 件 . 

系 1.2 设 4 守 1/2, 并 且 令 D 由 (1. 1) 给 出 , 设 f 在 D 内 解析 , 
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并且 有 正 的 常数 以 ,使 得 对 于 zsSD 及 YwE9D，(1. 2) 成 立 ， 还 设 
Y8>0,3P=P(6)>>0, 使 得 对 于 zED, 当 |z| 充 分 大 时 ， 
|f(z)|<Pexp(6|z1°), (1. 4) 
铂 么 YzED, |f(z) | 志和 M. 
证 Ye>0, 作 刀 内 的 解析 函数 
F(z)=f(z)exp(—ez"), 
这 里 到 定 z" 在 DD 内 的 一 个 解析 分 枝 . 令 
={z|0<=<+argz<x/2a}, 
L:={z|argz= 土 Xx/24)}. 
我 们 要 分 别 在 五: 及 互 - 内 对 F(z) 应 用 定理 1. 3. 
当 -E€H,s 时 ,17(z)| 志 |f(z)|， 因此 当 wEL; 或 志 时 ， 
Hml7(2)1<Im|If(2)|<M(EH, 或 妃 -)， (1. 5) 
台 4S(0, se)， 那 么 由 定理 的 条 件 ，3P=P(6)>0， 使 得 当 z 充分 
大 时 ， 
IF(z)|<P(expL (6— e)2z°]). 
匀 此 lim |F(z)] 二 0, 从 而 jzoS[0, 二 co), 使 得 
F(x0o)=M,=sup{|F(z)||zELO, 十 co)). 
于 是 当 wEt{z||argz| =0} 时 ,m1F(z)| 忆 M1(zED)， 因 而 对 于 
E9H1 或 9H.， 
HmlF(z)|<M (zeH: 或 H-), 
其 中 形 :=max{M Ni ， 又 因 (1. 在 五; 及 五 . 中 成 立 ,所 以 由 
定理 1.3, YzEH,UH.， 从 而 VzED，| 下 (z)| 委 NM ， 其 中 1,= 
max{M, M.}. 
现在 来 证 Was:= 必 . 假定 及 ;= 以 ,> 了 .由 于 lim | F (2)| 
三 0, 以 及 Tim|f(z)| 一 Jim iF(z)| 志 MM, 1F(z)| 在 (0, 十 co) 内 一 点 
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取 最 大 值 Us 因此 有 (z) 为 一 常数 ,并 且 [P(z)1=- Mi> 与 (L 下 
矛盾 ， 于 是 Ms= ,从 而 YzED 

|f(z)| Mexp(eRez’) 
令 e->0, 就 得 到 定理 的 结论 . 

在 定理 1 小 及 系 1.2 中 , (1. 3) 及 (1. 4) 型 的 条 件 是 不 可 少 的 . 
例如 在 定理 1 1 中, 取 a=1, 了 (z)=e”, 那 么 在 3D 上, f(z)|=1. 
但 VE(0,2 zx)， 

filf Cre) |=+o0. 


82 三 圆 定理 


2.1 凸 函数 为 了 阐明 三 圆 定理 , 先 引进 在 分 析 中 起 重要 作 : 
用 的 凸 函 数 概念 . 

定义 2.1 设 f 区 间 1->RR. 如 果 对 曲线 y= 二 儿 7) 上 任意 三 
点 Pr(zty (724)), 其 中 t=1,2,3, 而 且 ?1 过 xs 二 x2，Ps 或 者 在 P， 
及 Ps 的 联 线 下 方 ,或 者 在 这 联 线 上 ,那么 这 曲线 称 为 (下 ) 则 曲线 ， 
f 称 为 山 函 数 ， 

根据 这 一 定义 ，f: 1->R 是 是 函数 的 条 件 可 以 写成 ; V2 zsy 
XE (tr) , 


fz) asf ) tee:) (2.1) 
或 
f(z1) 和 1 
f(x2) zx, 1|20. (2. 2 
[f(zs) zs 1 
我 们 也 可 把 这 条 件 写成 : Vzt YET(z; 过 7z2) ,YtE(0,1)， | 
f((1—iri+iz) (ti) fr) + tf (2). (2. 37 
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山 函 数 具 有 下 述 重要 性 质 ; 

定理 2.1 设 f: (a， 5)->R 是 一 凸 函数 , 那么 

1) 了 在 (a,5) 内 连续 ; 

2) f 在 (a,5) 内 每 点 有 左右 导数 ; 

3) 了 在 (2) 内 每 点 的 左 导数 不 超过 右 导数 ; 

4) 了 在 (% 2) 内 的 左 , 右 号 数 都 是 递增 的 . 

证 设 zoE(4,0)， 取 2% 及 x， 使 得 xz.E(z1,22)C(ta,b)， 在 
项 线 g 王 帮 z) 上 取 三 点 Py(z;，f(27)) (j==0,1,2)， 由 于 P 在线 : 
段 PiP; 的 下 方 或 在 这 线段 上 ， 线 段 PiPo, P,Ps 及 PoP; 的 斜率 是 . 
递增 的 , 亦 即 

f(x0)—f (71) {H(t — f(z) <f(za ) —f(z0) (2. 4 


X0 一 YY TeX Xa— Xo 


到 22E(xo,， Xs)。 那 么 曲线 上 的 点 P2(z2，f(z2)) 在 线段 
PoPs 下 方 或 在 这 线段 上 ， 因 此 
f(xz0)—f (x ) f(x2)—f (0) f(z2) f(z0) 


20 一 人 22 一 00 Xs 一 20 


于 是 当 zzo 十 时 ,[f(zs) 一 fxzo)]/ (zs 一 20) 是 递减 的 ,而 且 有 下 
界 [f (20) 一 f(x1)J/(zo 一 2z1)， 因 此 


3 lim (fe (0) 


同 理 可 知 
3 ln 2 fo) 
于 是 DD) 及 2) 得 证 . 
由 (2. 4) 得 


f(z0)— f(z ) f(a)—f (zo). 
Xo— Xl 22 一 00 
在 上 式 两 边 分 别 令 mm 一 zo 十 及 +s 一 ?6 一 ,就 得 到 3)， 
e 298 0 


现在 证 明 4). 取 zaE(ziyza)， zc (x2, 6), 那么 
f(z1)— fe <te = f(z ) f(r2) —f (2) 


X14 一 — Zi 02 一 22 
令 和 一 zl 十 ,Z2->22 十 .我们 得到 

有 (2 ) 委 [zs ) —f (2) 22 — 2 ) Sf (rt) 
类 似 地 证 明天 (zx1) 志 及 (zs)，4) 得 证 . 

系 2.1 设 f: (a,5)->R 是 可 微 函数 ,那么 f 是 凸 函数 必须 
而且 只 须 f/ 是 递增 的 . 

证 条 件 的 必要 性 由 定理 2. 1 即 得 ， 现 证 明 条 件 的 充分 性 
任 取 x1, X27Y3E (a,5), 并 使 x1 过 zs 过 xz. 由 中 值 定理 , jz'S(zo zs) 
"E(x, ts), 使 得 

f(zs)—f (21) =f (2) (zs —21), 
f (zs) — f(xs) 一 请 (2”) (zz 一 23) 。 


油 已 给 条 件 ， 
f(za) —f (21) <H(%2) 一 fxza) 


Za 一 01 22 一 03 
箱 化 后 即 得 (2. 1) .证 完 . 

2.2 三 圈定 理 与 三 家 线 定理 ”对 于 风 环 内 解析 函数 ，J. Ha- 
damard 找到 了 函数 在 三 个 同心 圆 上 最 大 模 之 间 的 关系 , 即 三 圆 定 
理 ，G. Doetsch 把 这 一 结果 转移 到 带 形 中 的 函数 ， 得 到 了 三 直线 
定理 ， 我 们 在 这 里 先 证 明 三 直线 定理 ， 然 后 由 此 导出 三 圆 定理 . 

定理 2.2( 三 直线 定理 ) 设 实数 a 及 5 满足 4<5, 并 且 令 

D= {zla<Rez<b}. 
设 片 D->C 在 D 内 有 界 解析 ,并 且 不 恒 等 于 堆 ， 令 
M(7)=sup{|f (z+iy)||—o<y<+ 0%}, 
那么 InM(z) 是 z 的 凸 函 数 ， 
证 设 c 是 一 (待定 ) 实 数 。 那 么 
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p(2)=e”f(2) 
在 忆 内 有 界 解 析 ; 并 且 不 恒 等 于 零 , Y zz2E(a,b), VzaE(zi za)， 
于 是 M(x) >0(E=1,2,3)， 由 系 1.1,VYER， 
pstiy) | <max{e®M(z1), em M (zs)), 

从 而 | 

eM (zs) <max {eM (x), e”*: M(x,)}。 (2. 5 
确定 a, 使 得 eMM(z1) =e*”*? 必 (x2), 亦 即 取 

«= (InM(z) —lnM(72))/ (zs 一 21)。 

代入 (2. 5), 我 们 就 得 到 


tk Vs —Hl 。 
lIn M(x;) Np ‘lInM(2) 十 Ze ln M(x;) 


因此 ln W(z) 是 z 的 凸 函数 . .证 完 . 
定理 2. 3( 三 圈定 理 ) ” 设 实数 a 及 2 满足 0 二 a。<<5; 并 且 令 
D= {z|a<=<|z|<D}. 
设 f:D>C 在 D 内 解析, 并且 不 恒 等 于 零 . 令 
M(r)=max{|f(z)|||z|="7} (rE (a, 0))， 
那么 ln M (7) 是 ln7 的 凸 函 数 . 

“证 指数 函数 z=e” 建 立 了 带 形 {wllna<Rew<lnb} 与 严 
之 间 的 (多 时) 映射。 任 取 "i 及 7: 满足 sa<ri<ra<D， 那 么 玉 (O 
二 Jf(e”) 是 带 形 {z|lnri<Rep<inys} 内 不 恒 等 于 零 的 有 界 解 
析 洲 数 ， 令 驶 (ww) = 了 (e*)， 由 定理 2.2，in 钢 (w) 是 在 (ln71 
ln72) 内 的 西沙 数 。 由 ?1 及 7 的 任意 性 ， 可 见 1e 骂 (uw) 是 % 在 
《lna,1n5) 内 的 同 函 数 ， 从 而 In 必 (7) 是 ln7 在 (a, 0) 内 的 凸 函数 
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$3 Schwarz 引 理 及 其 应 用 


3.1 Schwarz 引 理 设 函 数 在 某 一 圆 盘 内 解析 并 且 有 界 . 根 
壬 最 大 模 原理 , 如果 函 数 的 模 在 圆 盘 内 某 一 点 达到 上 确 界 ,那么 这 
湘 数 便 稳 于 常数 ， 如 果 已 知 它 在 圆 盘 内 某 一 点 的 值 比 上 确 界 小 ， 
可 以 导出 进一步 的 结果 . 《4 复 变 函数 > 基础 教程 中 的 Schwarz 引 
: 理 就 是 这 种 类 型 的 一 个 结果 . 

邻 D={z||z| 二 1}， Schwarz 引 理 说 : 如 果 f: 0->C 在 DD 内 
解析 , |f(z) | 三 1, 并且 1(0) =0, 那么 

1) 在 D 内 ,|f(z)| 志 |z|; 

2) 如 果 对 于 z0ED 一 {0}，|f(z0)|==1zo|， 那 么 在 DD 内 ,二 (z) 
一 42, 其 中 1 是 模 为 1 的 复 常数 . 

我 们 注意 到 , 在 余 家 琳 编 < 复 变 函 数 >( 第 一 版 ) (高 等 教育 出 版 
- 社 , 1979), 第 150 页 这 定理 的 证 明 中 ，g(0) = 了 (0)， 因 此 在 上 述 
:结论 DD 中 ,可 补充 | 了 00) 1 和 1 在 2) 中 可 补充 ; 如果 | 扬 (0)|=1, 那 
么 在 DD 内 仍然 有 f(z) 一 4z, 其 中 4 是 模 为 1 的 复 常数 . 

在 Schwarz 引 理 中 ， 对 冰 数 及 其 定义 域 作 了 一 些 特 殊 的 假 . 
设 .应 用 分 式 线性 上 映射 , 可 以 得 到 比较 一 般 的 结果 . 

定理 3.1 设 广 DC 在 忆 内 解析 ，1f(z)1 委 1， 并 且 f(zo) 
二 wo, 其 中 zoED, 那么 在 D 内 ， 

f (2) —w | 
1—iDof (2)! 

:在 上 式 中 , 只 有 当 f(z) 是 分 式 线性 映射 时 , 等 式 才 可 能 成 立 . 

证 芳 虑 国 数 %= jz)， 分 式 线性 映射 


一 zx 一 名 一 2Z0 一 Gu 一 -人 一 好 0 
“一 72 一。 及 ow=T-im 


:分 别 把 : 平面 及 忆 平 面 上 的 单位 圆 盘 双 射 ( 即 双方 单 值 映 射 ) 成 《 
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必 一 Z0 
< 二 总 | (3.1) 


平面 及 @ 平面 的 单位 圆 盘 ， 并 且 把 zo 及 wo 分 别 上 映射 成 6=0 及 . 
@ 二 0。 于 是 . 
F(e)=Sf(T 6) 
在 1E| 过 1 内 解析 ， 它 的 模 不 超过 1, 而且 7(C0)=0. 于 是 在 15| 
三 1 内 ， 
ISfF(T 6) 1&1El, 
从 而 在 1z| 过 1 内 ， | 
ISf(z) 1 < ITzl; 
由 此 导出 (3.1)， 并 且 导 出 只 有 当 f(z) 是 分 式 线性 映射 了 时, (3, 1 
中 的 等 式 才 可 能 成 立 . 
G. Pick 对 定理 3.1 作 了 一 个 几何 解释 如 下 :把 > 平面 上 的 单 . 
位 圆 盘 映射 成 允 平 面 上 的 单位 圆 盘 ,并 且 把 前 一 圆 盘 内 一 点 zo 映 : 
射 成 后 一 圆 盘 的 原点 的 分 式 线性 映射 是 


w=e “a (3. 2 


其 中 a 是 一 实数 ， 我 们 也 可 把 z 和 ww 两 平面 上 的 单 位 圆 盘 看 作 z: 
平面 上 的 同一 单位 圆 盘 D， 于 是 (3. 2) 可 看 作 把 D 中 的 点 2 映射 
成 刀 中 的 点 bo， 而 把 刀 整 体 保 持 不 变 的 分 式 线性 映射 ， 让 zo 及 a 
变动 ,全 部 (3, 2) 型 的 分 式 线性 上 映射 构成 一 个 群 G， 我 们 可 在 刀 内 ; 
建立 一 种 非 欧 几何 ， 即 把 DD 看 成 一 种 非 欧 平面 的 像 ， 在 DD 内 任意 : 
两 点 间 , 可 定义 非 欧 距 离 , 它 在 群 G 中 的 映射 下 保持 不 变 ， 下 面 我 . 
们 依次 作出 一 种 非 欧 长 度 和 非 殉 距离 的 定义 . 

设 G 中 的 映射 (3. 2) 把 DD 内 不 同 两 点 zi 及 z: 映 对 成 DD 内 不 : 
同 两 点 2 及 W， 通 过 计算 得 到 


ra(51 一 52) (1— |}z0|*) 
(1 一 80z1) (1—2023)” 


(1—#%2)(1— |z0l?) 


1 iw (1~— 20%1) (1—#022)" 


Wi We 


-从 而 


Z1~—%2 i | Ww 
这 加 ze (3. 3) 
-于 是 
6(2 Ze -| 这 计 志 (3.4) 
-是 群 G 中 映射 下 的 不 变 式 ， 
在 (3. 3) 中 令 到 -2 可 以 推出 ; 在 DD 内 ， 
dw|_1—lwl’ 
dz | 1 一 |2|2 
ldw| _ Jdz| 
-wp 1 [err 
-于 是 可 取 在 群 G 中 映射 下 不 变 的 微分 式 
21dz| 
ds= 1—]z|3 (3, 5) 


"作为 双 曲 长 度 ( 一 种 非 欧 长 度 ) 元 素 ， 在 这 种 度量 下 ， DD 内 任何 可 
了 求 长 曲线 ”有 非 欧 长 度 
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Jl (3.6) 


它 在 G 中 映射 下 不 变 ， 

在 DD 内 和 任 取 两 点 #1 及 2 考虑 DD 内 联接 及 及 % 的 所 有 可 
求 长 曲线 ;我们 把 和 及 zz 的 双 曲 距离 (一 种 非 欧 距离 ) 定 义 为 所 
有 上 述 曲 线 7 的 双 曲 长 度 (3.6) 的 下 确 界 ， 这 种 距离 在 群 G 中 映 
射 下 保持 不 变 . 

为 了 研究 zi 及 和 的 双 曲 距离 的 表示 式 4(z1 ,zz)， 先 考虑 各 
二 0, zz =7E(0, 了 这 一 特殊 情形 ， 这 时 不 难看 出 ， 


_of7 dr itr 
0(0,7) =2| T= lnTs 


在 中 选取 把 及 ?映射 到 0 及 "= -6(z1, Zz) 的 映射 于 是 由 上 
式 及 (3. 4)， 
Sd(z1, 22 ) =6(0, 7) =7, 


_ 1-6(z, Zs) 
d(z1, 22) =d(0,7) ln se) 《3. 7 


从 而 
(zza) =tgh e422. 


由 于 双 曲 正切 是 增 函数 ，d(z, za) 及 5(zi， zs) 同 时 增 大 或 同时 
减 小 . 
有 了 上 述 省 义 及 结果 ,G. Pick 把 定理 3.1 氢 述 如 下 
定理 3.2(Pick) 在 D->D 的 解析 内 射 下 @, D 内 任意 两 点 的 
双 曲 距离 不 会 增 大 ， 如 果 在 这 一 内 射 下 ， 也 内 某 两 点 的 双 曲 距离 
保持 不 变 , 哮 么 这 一 内 射 是 属于 群 G 的 双 射 
3.2” 单 位 贺 盘 到 自身 的 共 形 双 射 ”应 用 Schwarz 引 理 ， 可 
以 证 明 单位 贺 盘 到 自身 的 共 形 双 射 必然 是 分 式 线性 映射 
与 3.1 中 一 样 , 令 D={z|1z|<]}， 如果 znED, 令 


5 一 20 
1 一 502， 


我 们 知道 , pz6: D->D 是 双 射 不 难 证 明 
pz (Pz (2)) =2=9-2, (Pz (2)), 


Prel0)=1—|al, Pro(z0) = 


W=pa(2) = 


1 
1— |zo | 

已 知 D 内 有 界 解 析 函 数 在 D 内 某 一 点 的 值 , 应 用 Schwarz 引 
理 ,可 以 估计 它 的 导数 的 模 在 这 一 点 的 值 . 

引 理 3.1 设 f:D->C 是 解析 的 , |f(z)|<<1, 并 且 f(a)=p; 
这 里 “及 PED, 那么 


@ 即 f:B->D 解析 ;并 且 了 DD 内 任意 不 网 两 点 映射 成 不 赔 两 点 。 
® 多 多 人 


上 
-1 A 
当 且 仅 当 上 式 中 等 号 成 立时 ， Bf 0p. 00), 其 中 
-cEC, 并 且 jc|=1. 
证 令 


9g=pe°f op-o: 
于 是 9g(z) 在 DD 内 解析 , 19(2) | 魏 1， 并 且 9(0) =0, 由 Schwarz 引 
: 理 , 19 (0) | 委 1. 但 
9'(0)= gps (PB) (oa) pd0) 
一 (1 一 1 有 的 CDOTial5 

:由 此 可 得 引 理 3.1 的 结论 ， 

现在 可 以 证 明 本 有 段 中 的 主要 定理 . 

定理 3.3 设 /:D>D 是 共 形 双 射 ，zoED， 并 且 f(z0) 一 0 
:那么 


f(z) er 


1—%0% 
-其 中 7 是 一 实 的 常数 . 
证 设 g 是 的 反 函 数 ， 那么 g:D->D 也 是 共 形 双 射 ， 并且. 
YYzED,g(f(z))=z. 于 是 


gMF z= (3. 8) 
对 了 及 9 应 用 引 理 3.1 我 们 有 
[f(a0) [< 加 A 


由 (3. 8)， 上 上 商 式 应 为 等 式 ， 再 对 了 应 用 引 理 3.1， 我 们 就 得 到 求 
证 的 结果 . 

3.3 用 解析 函数 的 实 部 估计 函数 的 模 应 用 Schwarz 引 理 ， 
可 以 用 解析 函数 的 实 部 或 庶 部 估计 函数 的 模 ， 由 于 解析 函数 可 由 
它 的 实 部 或 虚 部 基本 确定 (可 能 相差 一 个 常数 )， 这 样 的 结果 是 可 
< 了 有。 


EY OTT TE TT RE TO hE 


:以 预期 的 、 我 们 有 下 列 Hadamard-Carathéodary 定理 . 

定理 3.4 设 f:D->C 是 解析 函数 ，/(0) =0， 并 且 Yz&D， 
Ref(z) 乓 4， 其 中 必 = {zljzl<1，4 是 一 正 的 常数 ， 那 么 
“YEk0, 1), 


M(r) <2 (3.9》 


:其 中 MM(7) 一 max{|f(z)1), 
证 YrE(0,1), 令 
ACr)=max {Ref(z)}. 
:因为 
4 人 =max{ |ef®)|}, A(0) =0, 


:所 以 4(7) 是 递增 的 非 负 函数 ,并 且 出 假设 4(7) 志 4, 
令 


__fz) __ P+iQ 
"0 aA) CA-E) iG 全 区 
其 中 
P=Ref, Q=Imj, 
那么 g(z) 在 口内 解析 ; YzED， 
2 PG P+Q’ 
lg(z))} -GAP TO Tro 
- 队 而 19(2) | 委 b 又 9(0) 二 0， 于 是 由 Schwarz 引 理 ， 
lg(z) | 1zl. (3.1D) 


解 (3. 10)， 我 们 得 到 ; YzED, 


249(z) 
J (2 一 秆 9 三 . 


白 (3.11), YzED, 


2412| 


HSi 一 FT 


® > 。 


由 此 立即 得 到 定理 的 结论 ， 
由 定理 -3. 4 可 以 得 到 Hadamard 定理 : 
“过 3.1. 设 f: C->C 是 整 函数 ,并且 存在 闭 正 整数 上 ,使 得 
lim[4(>) /7r*]=0, (3. 12) 
这 里 A(7) =max{Ref (z)} (7 盖 (0 为 那么 1(z) 是 次 数 小 于 的 多. 
证 Yr>0 国 数 9(5) = 帮 (2r6) 一 帮 (90) 在 忆 内 解析 ,9(0) 一 0r 
并 且 YED， Reg (5 入 4(27) 十 {fC0)1. 由 定理 3. 4, 
od |} 2[4(27) + |f(0) |]. 


另 一 方面 ,我 们 有 
max (190 1} m0) If00) 
ié1= 
这 里 M(r)==max{|f(z)|}， 于 是 
M(7)<24(2r) +31f(0) |, 
r) os 24(27) +3|f(0)| 
<2. (27)r " 


由 (3. 12), lim[M(r) /7*]==0。 系 3.1 得 证 . 

在 定理 3.4 及 系 3.1 中 ,把 Ref(z) 换 成 Imf(z), 也 可 得 到 要 
应 的 结果 ， 事 实 上 , Reif (2) = 一 Imf (2). 

在 系 3.1 及 相应 的 Liouville 定理 中 , 把 lim 换 成 lim, 仍然 三 
以 得 到 同样 的 结论 ， 
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第 三 章 “ 整 函数 与 亚 纯 函数 


在 整个 开平 面 解析 的 函数 称 为 整 函 数 ， 无 穷 远 点 是 整 函 数 叭 
一 的 孤立 奇 点 ， 在 整个 开平 面 除 极点 外 解析 的 函数 称 为 亚 纯 
-函数 ， 

本 章 主要 是 讲述 整 函数 的 因子 分 解 定理 和 Picard 定理 的 一 
种 初等 证 法 ， 其 次 证 明 Runge 定理 并 应 用 它 去 导出 关于 亚 纯 函 
数 的 部 分 分 式 分 解 定理 ， 


$1 无 穷 乘积 整 函 数 因子 分 解 定理 


1.1 无 穷 莱 积 “ 设 旭 ，w …，w，… 是 一 个 复数 序列 ， 称 
形 为 


(1+%) (1+ 2) "(1+ ur) (1. 1) 
:的 表示 式 为 无 穷 乘积 ,其 中 每 个 因子 (1 十 un) 天 0. 
令 2 一 (1 二 2 ) (1 十 zz ) (1 十 im) ， 


老 limpu 存在 且 不 等 于 0 即 
limpa= ?#0 (或 co)， 
则 称 无 穷 乘积 (1. 1) 收 仇 ， p 称 为 乘积 (1 1) 的 值 , 记 为 
r= TT 0+). 
n=1 


:如 果 极 限 limp, 不 存在 或 等 于 稚 , 则 称 无 穷 率 积 (1. 1) 发散 
由 于 
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所 以 乘积 (1. 1) 收 敛 的 必要 条 件 为 
Aim(1+%) =1, 即 limu,=0. 


1.2 无穷 羔 积 收敛 的 判别 法 ”无穷 乘积 理论 的 一 个 基本 阿 
题 ,就 是 给 定 了 无 穷 乘积 的 所 有 因子 , 村 去 判别 它 是 否 收 丝 . 


定理 1 着 级 数 也 |w, | 收 俩 ， 则 无 多 乘积 (1+)》 
收 钱 . 
证 由 介 设 立 | 收 二 ,所以 当 ， 充分 大 时 ,ls1< 寺 四 
此 


ln (1+ ur) -!| =-|- 和 名 + |u| lu DL.. 
2 3 4 


Un 
1 1 1 1 
++ 
其 中 ln (1 十 %) 取 主 值 ， 又 因 


in(CI+a) ISH hel. 


人 鳅 . 而 


“ % 
BD ln(lt+ug) 


(1+u) (42) (二 aa) 一 et 


当 #>co 时 ,有 端 将 趋 于 一 非 零 值 ,所 以 也 (1+r) 亦 收敛 ， 定 更 


得 证 . 
. 40 ' 


着 无 乘积 J[ (1+ lu 1) 收 全 , 则 称 本 (1+w) 为 绝对 收 约 . 


由 关系 式 
| 十 as 十 十 | 一 (1 十 ea) 十 | (1+ [ul), 


所 以 当 卫 (+ jwD) 收 敛 时 , S714,| 亦 收敛 ， 由 定理 1.1 则 乘积 


一 全 


开 Ga+w) 收 赣 ， 因 此 ,绝对 收 伍 的 无 穷 乘积 也 一定 是 收敛 的 . 反 


1 


之 ,不 一 定 成 立 . 
1.3 解析 函数 项 无 穷 葬 积 ” 设 无 穷 乘 积 为 
ET 十 ia(2D7 Il (2) [1 十 as(2) (1. 2) 


其 中 每 个 wz) 都 是 在 同一 个 区 域 4 内 的 解析 函数 ， 令 
f(D = T+] (n=1,2,..) 
名 =1 


如 果 函 数 序 列 {f,(z)} 在 G 内 一 致 收敛 于 f(z) 关 0, 则 称 乘积 (1. 2) 
在 G 内 一 至 收敛 . | 
定理 1.2 ”如果 对 G 内 所 有 的 z 及 对 每 一 个 正 整 数 : 有 
(w (C2) | M;, 


其 中 M 与 无 关 , 有 级 数 了 S17 收敛 ， 则 乘积 (1. 2) 在 G 内 一 致 
收 全 于 一 个 解析 函数 (2) 
证 设 


Pn = [+M), 


b=1 


因为 六 xs 收 敏 ,所 以 当 w >co 时 po 趋 于 一 个 不 为 零 的 常数 ， 当 
b= 
e 学 1 。 


>>m 时 ， 


|f (2) — fn(z)|= [fn C2) | 


ITE1i+w 21—1 
增 十 1 


< 站 co 这 cs- 
_ k=1 3 十 工 


m 


= GtM)— H+tM) 
k=1 . 


k=1 
一 Do 一 2m。 
当 和 名 充分 大 时 ,对 任意 2 二 0, 有 
[fC2)—fn (DIEps—pi<e, 2zEG, 
所 以 序列 {f(z)} 在 8G 内 一 致 收 钙 于 一 个 解析 函数 fXz)， 
1.4 整 函数 的 因子 分 解 定理 ， 设 整 函数 为 


f(2) = Your 
站 一 0 


当 无 穷 远 点 是 f(z) 的 可 去 奇 点 时 ; 则 呈 (z) 是 一 个 常数 ; 当 无 穷 远 
点 是 1(z) 的 4( 宇 了) 阶 极点 时 , 则 f(z) 是 一 个 4 次 多 项 式 , 即 

f (2) =a0+ oz+ oz 二 2" Cdn 0). (1. 3) 
此 时 , 依 代数 基本 定理 , 在 复 平面 上 f(sa) 有 1 个 零点 , 设 z= 0 为 
阶 零点 ， 而 其 余 非 零 的 零点 为 z1,…, zn-;， 则 f(z) 可 以 分 解 为 
乘积 | 


fa)=Cz 开 (1 过) 


k=1 
其 中 C 为 某 常数 . 
车 无 穷 远 点 是 整 函 数 f(z) 的 本 性 奇 点 , 则 f(z) 是 一 个 超越 整 
函数 。 例 如 e*, sinz 和 cosz 都 是 超越 整 函 数 ， 若 超越 整 函 数 
了 (2z) 一 0o 十 qi2 十 ga2z2 + (1,.4) 
42。 


有 无 穷 多 个 零点 , 仍 设 z 二 0 为 7 阶 零点 , 非 零 零点 为 41, za Za 
则 是 否 也 能 象 多 项 式 那样 把 它 分 解 为 无 穷 乘 积 的 形式 


fa=cz 开 (1- 习 (C 为 常数 ) 
呢 ? 一 般 来 说 不 一 定 , 因为 乘积 
ZI 及 
不 一 定 对 所 有 的 z( 去 都 收 全 ,但 如 果 对 怎 个 因子 (1 一 之 ) 科 上 


一 个 指数 函数 ee”, 则 有 可 能 使 乘积 本 (1 一 之 )e"…” 收敛 于 给 


n=1 


定 的 整 函 数 . 

为 便于 研究 上 述 问题 ， 暂 设 f(z) 不 以 z=0 为 零点 . 

定理 1.3 设 整 函数 f(z) 有 无 穷 多 个 堆 点 并 按 次 序 排列 为 
0<<jz| 志 1zs| 志 1zs| 志 …( 高 阶 零点 重复 出 现 ,出 现 次 数 与 阶 数 相 
同 ), 则 


f(z) =e%]T (1—2)e"® ， (1.5) 


其 中 Q(z) (和)+ 主 ( 生 ) +… 二 十 ( 过 ) ， (2 
为 使 级 数 


id R Wistl , 、 | 、 
飞人 ” 《8 为 任意 正 的 常数) (1.6) 


收敛 的 正 整 数 数列 ;g (z) 为 一 个 整 函数 . 
证 取 任 一 正 数 有 ,在 |z| 二 RR 内 考虑 级 数 
之 ) ln (22)e"®, 


Is»l>2B 


® 43 。 


ua(z) =In(1 -~ 过) 
则 
jun (2) | 三 


in(1—)+ .0 


所 以 yn (一 过 )e"e 在 1z| < 有 内 一 致 收 伍 . 由 关系 式 


> nl -去 -) en 


下 4 -一生 )eovo 一 seoPaa 
1znl>2R Zn 


I (1 一生)e"® 


1z%1>2B 
在 |z| 过 内 一 致 收敛 于 一 个 解析 立 数 ,从 而 
ITG- eeo 
在 |z1 雪 下 内 是 一 个 解析 函数 G(z) 且 有 零点 zl， za， …，2(| 2 
<R 和 12)。 因 下 是 任意 大 正 数 , 故 无 穷 乘积 
IT(1—&)e"® 
在 整个 开平 面 内 一 致 收敛 于 解析 函数 G(2z) 而 仅 以 zt，za，… 为 
零点 . 
® 44。 


仿 F(z)= 站 人 


则 怀 (2) 为 无 零点 的 整 国 数 , 故 可 表示 为 2 的 形式 ,其 中 9(2z) 也 
是 一 个 整 函数 ， 于 是 


(5 一 PCz)GCz) = er 下 (2)jewo， 


各 二 
-定理 证 毕 , 
在 上 面 的 定理 中 ,车 z=0 也 是 了 (z) 的 4 级 零点 , 则 


f(2) yc IT( -三 ) en(z) 
2 一 I 1 Zn ® 


一 2) ot 站 本 mn (2 
f (2)=e’' )z IT 儿 )e? (2), (1.7) 


还 要 指出 ; 公式 (1.5) 的 分 解 式 不 是 唯一 的 , 因为 使 级 数 (1. 6) 
收敛 的 {4,} 的 选择 不 是 唯一 的 ， 如 果 可 以 选取 每 个 4 都 等 于 一 
个 整数 Pp ,同时 2 又 是 使 级 数 


oo 


3 


收敛 的 最 小 正 数 , 则 (1. 5) 的 分 解 式 就 是 唯一 的 了 ， 此 时 分 解 式 中 
的 乘积 
ey 


称 为 由 f(z) 的 零点 所 作成 的 典型 乘积 ， 因 而 典型 乘积 是 唯一 的 ， 


例 1 试 求 一 个 仅 以 z=0, 一 1, 一 2,… 为 一 阶 零点 的 整 函 数 . 
解 内 级 数 相 发 散 而 立 二 收 伍 , 取 为 一 和 =…=1， 应 用 


4 


Ca er he i 和 


公式 (1.7)， 则 所 求 整 函数 为 
f(2)=e’®. i 


其 中 g(z) 为 某 个 整 函 数 ， 四 
例 2 将 整 函 数 sinz 表示 为 无 穷 乘 积 ..，， 


解 sins 的 零点 为 2 一 0 一 27 一 2 级 数 本 二- 窑 
表 , 而 (小)】 收 化 ， 取 9== 二 应 用 公式 (1.7), 则 


sins=erm2s LO -za) 
欲 确 定 整 函 数 9(z), 对 上 式 两 边 取 对 数 并 求 导 , 则 有 


etgz 一 9 (2) 十 一 +E (1. 8): 
另 一 方面 ,已 知 ctgz 的 分 式 展开 式 为 
oes- 二 + 忆 和 (1. 9F 


比较 (1.8) 和 (1.9), 得 到 g'(2) 三 0, 故 920) =C( 常 数 )， 所 以 


% 2 
sin z 一 cz]T(-#) 
n=1 - 
”再 从 


sinZ _ c 开 (1 一 2) 


n=1 


当 zx->0 时 ,两 边 取 极 限 知 C= 1, 最 后 得 
e 46.。 


bd 2 
sin%g 二 :II( -1) 


n=1l 


§ 2 Picard 定理 


Picard 定理 是 函数 论 中 一 个 重要 定理 ， 在 本 节 中 我 们 将 首先 
-证明 Bloch 定理 ,Landau 定理 和 Schottky 定理 , 再 应 用 它们 去 证 
戎 Picard 定理 . 

2.1 Bloch 定理 ”人 先 证 明 下 面 两 个 引 理 . 

引 理 2.1 设 函 数 w=f(z) 在 |z| 过 1 上 全 纯 且 满足 条 件 

OIEM, f(0)=0, "(0)=1, 


则 在 作 平 面 上 存在 一 个 贺 | ww| <a37, 它 被 必 一 f(z) 的 反 函 数 双方 
单 值 地 映射 成 |z| <<1 内 某 一 个 区 域 . ,时 是 说， f(z) 在 |z|<1 上 


证 设 f(z) 的 Taylor 展开 式 为 
f(z)=z+a 2 二 +, |z|&1. 
得 Cauchy 不 等 式 ， 则 有 |as| 志 MM(n=1，2，…), 又 由 假设 ai 
三 用 (0)=1, 所 以 MM 之 |a|=1. 
当 |z|==r<1 时 ， 
If(2)1=1z+ Cf(2)—z) 1>1z|—maxlf(z)— z| 
>r— Mr?[1 十 ?十 7? 十"…'] 


Mr’ 
一 1 一 7 一 2(7)， 


取 1z|=z= 而, 则 


1 \~、 1 
? (2)>a>" 
所 以 在 圆周 1z| =237 上 ,有 
HG)I> 9( 充 )> 而 


设 wo 是 贺 |w1<5 和 内 任 一 点 , 则 在 |z|==; 条 上 有 


|—wl <<a < 
根据 Rouché 定理 , f(z) 一 wo 一 0 在 1z|<7 站 内 至 少 有 一 个 根 , 另 
一 方面 , 当 0<1z1<r== 去 时 ， 
Ho)1>1z111 一 [llr 十 ll 十 | 
>1zl® (>0, 
所 以 f(z) =0 在 |z|<4 条 内 只 有 唯一 的 一 个 棍 4=0， 即 当 w 为 


1w|<a 半 内 任 一 点 ,在 |z| < 内 有 唯一 的 一 个 点 + 满足 
ww 二 J(z)， 于 是 引 理 得 证 ， 

引 理 2. 2 设 函 数 w=/(z) 在 |z 一 zo| <R 上 全 纯 且 满足 来 件 : 
上 f(z) |<<M,f(z0) =0 及 | 了 (zo) |=a> 0, 则 在 ww 平面 上 存在 一 个 
加 | w| <2 各 , 它 被 w=f(z) 的 反 函 数 双方 单 值 地 映射 到 1z 一 zo1 < 
B 内 某 一 个 区 域 . 也 就 是 说 ,f() 在 加 12 一 |<R 上 的 值 完全 盖 佬 
ww 平面 上 的 轿 . 


a2R? 
Iw] < 


引 理 的 证 明 只 要 将 引 理 2, 1 应 用 于 函 数 
048.。 


_ 了 (及 z 十 z0) 
F(z) R00) (2. 1) 


就 可 以 了 . 
定理 2. 1(Bloch 定理 ) ”设防 数 忆 =f(z) 在 |z| 亿 1 上 全 纯 ， 
:并 设 它 的 Taylor 展开 式 

了 (z) 一 2 十 az 十 …， (2. 2) 


出 在 w 平 面 上 存在 一 个 中 心 随 j(z) 而 定 ,而 半径 为 六 (以 下 用 妃 表 


示 这 个 常数 ) 的 圆 ， 这 个 贺 被 w =f(z) 的 反 函 数 双 方 单 值 地 映射 
成 1z| 过 1 内 某 个 区 域 ,也 就 是 说 ，f (z) 在 1z1 和 1 上 的 值 完全 盖 
思平 面 上 一 个 以 常数 为 半径 的 圈 . 
证 由 (2. 2) 式 逐 项 求 导 有 
f° (2) =1+242%2+ 34s! 二 (|z| 委 1). 
设 
97) =max If'(2)| (0<s7<1)， 
划 9(r) 为 非 减 的 连续 函数 。 下 面 考虑 函数 
wr) = (1—7) (7), 
则 @(r) 在 区 间 [0, 1] 上 亦 连续 , 且 有 
@w(0)=1 及 ww(1)=0, 
于 是 在 [0, 1] 上 存在 一 个 "0<1, 使 
| (ro) 二 1 且 当 7 之 7o 时 ,2(7) 过 1 
设 < 是 圆周 |z|=re 上 满足 
[六 (CO1=max |f°(2)1=9(r0 
芍 一 点 , 则 
1=0(70) = (1—70)9(70) = (1—70) 1f’ (0)1, 
所 以 


; 1 
1f’ C0) | Ir (2. 3) 


. 设 n=l 


2 多 
则 7o<<mis<1， 
所 以 (1—r max [f°(2)|=o(r) <1i. 
根据 最 大 模 原 理 ， 在 |z|<r EE 
If (2) |< I (2. 4) 


在 加 |: 一 5| < 二 上 考 虎 函 数 


F(z)=f(z)—f (6), (2. 57 
则 怀 (2) 在 这 个 圆 上 全 纯 , 且 由 (2. 4) 式 有 


1P(z1= |1f(z) 一 FE) 1= [ra | 


< 引 和 -| 2 /1 一 了 六 1 
一 "0 1 一 ?0 2 


又 了 (6) 二 0 及 |F'(6)|=|f 
平面 上 存在 一 个 以 原点 为 中 心 ,半径 为 


Ga Ga) 
a:R’_\1—ro 2/ 1 
天 B 


的 贺 ， 这 个 加 被 =F(z) 的 反 函 数 双 方 单 值 地 映射 成 | 一 1 过 
= 全 内 某 个 区 域 ,也 就 是 说 , 7(z) 在 1z 一 5 < 下 上 的 值 完全 
盖 住 了 平面 上 一 个 以 原点 为 中 心 ,半径 为 的 加 .由 关系 式 (2. 5)， 
函数 w=f(z) 在 | 一 E| 过 -中 上 的 值 就 完全 盖 住 w 平 面 上 以 


f(E) 为 中 心 ,以 B 为 半径 的 圆 |w 一 (2)| 二 B， 而 在 |z| 所 1 上 的 值 
更 是 如 此 ， 证 毕 
应 当 指 出 ， 在 定理 2. 1 中 ， 如 采 所 考虑 的 函数 忆 =f(z) 是 在 . 


es 50。 


4z| <1 内 人 金 纯 , Bloch 定理 仍然 有 效 ， 这 时 常数 也 改 为 稍 小 于 它 的 
常数 BB 就 行 了 ， 事 实 上 ， 只 要 应 用 定理 2. 1 于 |z| 志 (1 一 e) (0 过 
2 达 1) 上 的 全 纯 销 数 ， 就 可 得 到 Bloch 图 的 半径 为 B= (1 一 2)B. 
2.2 ”Landau 定理 和 Picard 第 一 定理 
定理 2. 2(Landau) 设 a 和 Bp (0) 是 两 个 因 定 的 常数 , 若 函 
数 
f(2)=a+ Bz az: +. 
:在 |z| 二 RR 内 全 弛 且 不 取 0 和 1 这 两 个 值 , 则 有 
R<L(a, Pb), 
其 中 5(%, 6) 是 仅 依赖 于 a 和 有 的 常数 
Landau 定理 的 意义 是 ， 凡 符合 定理 中 条 件 的 一 切 立 数 ,其 收 
化 半径 及 有 一 个 共同 的 上 界 民 ,这 个 上 界 卫 由 cc 和 所 确定 . 
证 作 和 辅助 函数 


P(%)=In| laf(s) 一/ Ja 大 2) -1 (2. 6) 
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凰 于 f(z) 在 |z| 过 有 内 全 纯 且 不 取 0 和 1 ,所 以 当 我 们 选取 lnf(z) 
相应 于 lnf(0) 取 主 值 的 那 一 枝 , 并 按 同 样 方法 分 别 选取 平方 根 和 
方 括 号 中 哨 数 的 对 数 的 一 个 单 值 枝 ， 则 F(z) 是 1z|<E 内 的 一 个 
全 纯 函 数 . 此 外 ,(z) 在 |z1 二 BR 内 不 取 形 为 

tln(Vn —Vn—1)+2mai 
中 的 任何 值 ( 此 处 %=1,2,… 和 宫 二 0, 土 1, 土 2,…)， 这 是 因为 由 
关系 式 (2. 6) 可 解 得 


一 站 (z) 一 e 
著 7(z) 在 某 点 取 (2.7) 中 任何 一 值 , 则 在 该 点 f(z), 将 取 值 


RV NT) 2 RF NI) 
一 6 


(2.7) 


et(e 2F (#) 十 2 (z) ). (2. 8) 


an-2) 
2 一 


e SS7 。 


ea et i be ee i ida ei 


这 与 1(z) 不 取 0 和 1 相 了 矛盾 . 
设 (2. 7) 中 所 有 点 组 成 的 集合 为 至 ,容易 看 出 ， 五 是 那些 长 六 
=ln(MVR —Va-1) — ln (ViTI—V RN), 
宽 为 4=2x 且 其 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 网 的 顶点 ， 又 因为 
土 In (Vn — Vn—1) = 二 In (Vn +MVnil1) > 二 oo0(n—>00),. 


NNR—MRl A IAA 


ME 
所 以 这 个 矩形 网 盖 住 了 整个 开平 面 ， 并 且 它 们 的 对 角 线 的 长 都 不 
小 于 某 个 常数 @， 于 是 P(z) 在 1z| <R 内 的 值 盖 不 住 王 平面 上 半 
径 不 小 于 也 的 任何 一 个 贺 . 
曙 一 方面 , 先 假定 (0) 夺 0, 在 14| < 有 内 我 们 考虑 函数 
0 二 —F(0) 
FOO “一 
根据 Bloch 定理 , Q(z) 在 |z| < 之 R 内 的 值 完全 盖 住 9 平面 上 以 菜 点 
为 中 心 ， 以 BR 为 半径 的 圆 (其 中 B=B(1-))， 由 (2.9), 于 是 
F(z) 在 |z|<R 内 的 值 完全 盖 住 了 平面 上 以 某 点 为 中 心 、 以 BIE 
jr(0) | 为 半径 的 圆 ， 所 以 


T>0 (n—>00). 


G(z) 一 一 Z 十 0az2 十 …。 (2. 9)- 


BRIF'(0)|<d 即 Po)1< (2. 107 
不 等 式 (2. 10) 是 在 7'(0)0 的 假定 下 得 到 的 , 若 F'(0) ==0, 
这 个 不 等 式 显 然 成 立 ， 


由 (2. 8) 和 不 等 式 (2. 10), 可 以 得 到 
1f' C0) | S25 |F’ C0) le ere ee 
<Bh ere OE (2. 1 
又 由 (2. 6), 可 将 (C0) 用 疙 0) 表示, 因此 从 不 等 式 (2. 11) 可 得 


RIfF'(0)|<2Lf(0)], 
。 52 。 


ss 


其 中 2LX0)] 只 与 万 0) 有 关 . 
又 由 假设 ,万 0) = 及 了 (0)=Bs0 所 以 


QLf(0)]_ QFa] 
R<TPO)T = BT Th) 


定理 证 毕 . 
| 定理 2 . 3(Picard 第 一 定理 ) 不 恒 为 常数 的 整 函 数 f(z) 可 
以 取 任 何 有 限 值 ,至 多 有 一 个 值 例外 ， 
证 ”假定 f(z) 不 取 两 个 有 限 值 a 和 8 ; 则 函数 
F(z) ={(2)—4 


为 不 取 0 和 1 的 整 函数 ， 
选取 一 点 5 使 7'(6) 妆 0, 考虑 畏 数 
G(2)=F(z+6), (2. 12) 
则 G(z) 亦 为 不 取 0 和 1 的 整 函数 ， 所 以 对 于 任意 大 的 正 数 忌 ， 
(2z) 在 |z|<BR 内 全 纯 且 不 取 0 和 1, 并 且 有 G(0)==F(6) 及 G0) 
二 FP'(6) 六 0, 邻 a= 了 (6) 及 B=F'(6), 则 
G(z)=a+ Bzt+ asz:t. (|z|<R), 
根据 Landau 定理 , 则 有 
R<L(g, p). 
由 于 芋 为 任意 大 正 数 ,L(x, PB) 是 一 个 固定 的 常数 ， 所 以 上 面 的 不 
等 式 是 矛盾 的 .这 说 明 原 先 假定 f(z) 不 取 两 个 有 限 值 是 不 能 成 
立 的 , 于 是 定理 得 证 . 
2.3 Schottky 定理 和 Picard 第 二 定理 
定理 2.,4(Schottky) 设 函 数 1(z) 在 |z1 二 BR 内 全 缉 , 且 不 取 
0 和 1 两 个 值 , 则 在 |z| 生 9R 上 有 
[fCz)|<SLf(0), 9]， (2. 13) 
其 中 0<6<1,SLf(0),9 是 只 与 1(0) 和 6 有关 的 常数 ,而 和 f(z) 


S53 。 


本 身 无 关 . 
证 ”我 们 考虑 在 定理 2. 2 的 证 明 中 由 公式 (2. 6) 所 定义 的 东 
数 F(z)， 并 用 字母 B. B1、. 刀 ,ad 表示 同 栏 的 意义 , 则 了 F(z) 在 |z| < 有 
内 全 纯 且 不 取 加 中 任 一 值 ， 
设 2 为 lz| 达 BR 内 任 一 点 ,假定 F(Z) 半 0, 作 函数 
F(z)—F 
G(z) -Te , (2. 14) 
则 G(z) 在 |z 一 E| 志 (1 一 e) (8B 一 161) 上 全 纯 , 且 有 
G(z)=(2—£) + 02—L) + 
根据 定理 2. 1, G(z) 在 |z 一 引 委 (1 一 e) (RB 一 1E1) 上 的 值 盖 住 G 平 
面 上 半径 为 B(1 一 e) (R 一 1E1) 的 某 个 圆 , 由 (2.14), F(z) 在 |z| 二 
内 的 值 盖 住 了 平面 上 半径 为 B(1 一 2) (BR 一 121)1F'(2) | 的 某 个 
圆 ， 由 于 R(z) 不 取 刀 中 任 一 值 ， 所 以 被 盖 住 的 圆 中 不 含 豆 的 点 ， 
” 故 有 . 
B(1—e) (BR—|2D)IF'() 1d, 
1 
R—lel 
不 等 式 (2. 15) 是 在 7'(E) 志 0 的 假定 下 得 到 的 , 当 F' (6) =0 
于 (2. 15) 显 然 成 立 ,于 是 对 1z| 过 BR 内 任 一 点 6 有 


1 多 一 -ol=|| < dr 


即 IF'(E) |< (2. 15) 


R—r?’” 
所 以 
IP(E)1<IP(O)1+ 和 下 In 


当 [|z|<<98 时 ， 


BE 
R—lel” 


PCO)ISIPO +E ln 这 


由 (2. 8), 当 |z| 二 8R 时 ,有 
。 5 和。 


(2. 16) 


(eT te 7 | | 
. ee | 
过 。 


|f(z2)|= le? (2. 1 

从 公式 (2. 6), 将 FC0) 用 (0) 表示 后 代入 (2. 16)， 再 将 结果 代入 

(2. 17), 则 (2. 17) 的 右边 是 一 个 只 随 f(0) 及 9 而 定 的 常数 ， 

故 有 If(z)1<SEFCO0),0 (zl<08). 证 毕 . 

Schottky 不 等 式 (2. 13) 的 意义 是 : 凡 在 1z1<R 内 全 纯 , 不 取 0 

和 1 这 两 个 值 , 并 在 z=0 的 函数 值 相等 的 一 切 函 数 ， 在 |z|<08 

上 函数 值 有 一 个 共同 的 上 界 SLf(0),0], 这 个 上 界 态 仅 由 f(0) 及 
6 确定 . 


当 我 们 注意 到 函数 1(z) 满 足 定理 的 条 件 时 ， 函数 元 ;也 满足 
定理 的 全 部 条 件 , 所 以 当 1z| 过 9R 时 ,也 有 


| 击 |<s [7 厅 中 
即 1f(z)|>Si[f(0)， 的 . 
从 而 当 |z| 委 6R 时 有 
Si[f(0), 的 <1f(z)1<SCf(0)，6]. 
定理 2. 4 还 可 推广 为 下 面 的 形式 : 
定理 2.5 设 函 数 f(z) 在 |z| < 及 内 全 纯 且 不 取 0 和 1 两 个 
值 .并 有 0<a 志 |f(0) | 过 Bp, 则 在 |z| 志 90R8 上 有 
Si(g,B,0)<|f(z)1<S (a, B, 0). (2. 18) 
证 不 类 一 般 性 ， 我 们 可 假定 0<a<1<B, 因 车 «之 1, 则 用 


1 代替; 若 B<1, 则 用 +1 代替 


在 定理 2. 4 的 证 明 中 , 我 们 已 经 得 到 了 不 等 式 (2. 16), 根据 公 
式 (2. 6), 我 们 有 


im Sm /+ /IE 


(2. 19) 
ss $55 。 


由 假定 。 wa< lf(0)1<8 及 0<a<t<p， 
所 以 mlfoHsinp+ 寺 。 (2. 20) 


以 (2. 20) 的 估计 式 代 入 不 等 式 (2. 19), 将 其 结果 代入 (2. 16), 最 后 
再 代入 (2. 17), 就 得 到 在 1z| 过 0R 上 ,有 
1f(2) 1 <8 p, 0). (2.21) 


1 1 国 雹 二 人 
若 用 函数 ) 代 赫 f(z)， ,由 | 有 0 二 万 入 pr jj 和 六 ,同样 可 得 


If(z)1>Si(eyp,0)， (IzI<0R) 
于 是 当 |z] <gR 时 ,有 

Si(«, 8,6)<1f(z)1|<S(a, B, 0). 
这 个 不 等 式 叫 做 广义 的 Schottky 不 等 式 . 

下 面 证 明 Picard 第 盖 定 理 : 

定理 2.6 全 纯 函数 f(z) 在 狐 立 本 性 奇 点 任意 小 邻 域内 取 
任意 有 限 值 无 穷 多 次 , 最 多 可 能 有 一 个 值 例外 . 

证 我 们 假定 原点 是 本 性 奇 点 ,如 果 不 然 , 可 利用 一 个 线性 变 
换 变 为 原点 ， 于 是 f(z) 在 0 二 |z| 之 RC(R>0 为 某 -一 常数 ) 内 全 纯 
且 以 z=0 为 孤立 本 性 青 点 ， 

假定 存在 两 个 有 限 值 a。 和 5 , f(z) 在 0<1z|<R 内 取 这 两 个 
值 有 限 次 , 于 是 可 取 一 数 7.(0<r,<R), 使 1(z) 在 0<1z|<r, 内 
不 取 a 和 5， 作 函数 


P= (2. 22) 
则 五 (z) 在 0 过 |z|<7i 内 全 纯 且 不 取 0 各 1 两 个 值 . 并 以 z=0 为 
孤立 本 性 奇 点 . 
设 7 为 满足 0<r' < 全 的 任 一 数 ,根据 Weierstrass 关于 本 性 
奇 点 的 定理 ,存在 一 个 点 zo 使 


® SG6 。 


0<lzol<r 及 王 <1P(zo)1<1 
设 zo=re', 则 加 12 一 2o| < 了 会 部 被 包含 在 区 域 0<1z1<r: 的 
内 部 ， 所 以 了 (z) 在 1z 一 zo| < 也 内 全 纯 且 不 取 0 和 1 ， 于 是 根据 
定 晶 2. 5, 在 |1z 一 m0| < 多 上 有 : 


S, (于 ,1 ,0)<IF(z)1<S(3 1 ,6) (2. 23) 

取 芒 6 是 满足 0<0<<1 的 一 个 固 
定 旨 数 , 因 测 态 和 已 是 琴 个 绝对 
营 : 妇 。 ， 
” 设 2 为 1z 一 2 一 多 与 1z 


二 1 的 一 个 交点 ( 见 图 3. 1)， 由 
《2.23)| 了 F(z,)| 也 介 于 :这 两 个 绝 
对 镑 数 之 间 ， ‘1 图 3.1 


对 F(z) 再 一 次 应 用 定理 2. 5 3 同样 可 得 


在 |z 一 zj 和 红 上 |P(z)| 也 介 于 另 两 个 绝对 常数 之 闻 ， 按 此 方法 


连续 进行 车 干 次 ( 设 m 次 )， 则 Cm 十 DD 个 国 |z 一 < 人 (i=0， 


1,2,…,m) 必 能 完全 盖 住 回 周 |z| =7, 这 就 说 明正 (z) 在 1z|=” 上 有 
界 ， 由 于 7? 可取 任 意 小 ,所 以 F(z) 在 区 域 0 过 12| 之 ri 内 为 有 界 ， 
这 与 束 (z) 以 xs 0 为 本 性 奇 点 矛盾 .所 以 原先 假定 存在 两 个 有 限 
乱 4 和 b,f(z) 取 这 两 个 值 有 限 次 不 成 立 ,于 是 定理 得 证 ， 


" S57 。 


8$3 Ruange 定 理 亚 纯 函数 部 分 
分 式 分 解 定理 


若 f(z) 是 一 个 有 理 函 数 ， 它 的 极点 为 a wz …， ae 则 f(z) 可 
表示 为 部 分 分 式 
f(z)= > +P(z) (k=1,2,.…,4). 


ay)! 


其 中 P(z) 是 一 个 多 项 式 (或 零 ). 

车 f(z) 是 一 个 超越 亚 纯 函 数 , 设 它 有 极点 {0s} (b==1,2，…)，、 
能 不 能 象 有 理 函数 那样 ,将 f(z) 表示 为 部 分 分 式 呢 7 这 个 问题 由 
Mittag-Leffler 定理 解决 了 ， 这 个 定理 的 证 明 ,作为 Runge 定理 
的 应 用 是 很 简单 的 。 因 此 ,在 本 节 中 我 们 先 证 明 Runge 定理， 再 
应 用 它 去 证 明 Mittag-Leffler 定理 . 

3.1 两 个 预 各 定理 ”在 下 面 的 叙述 中 ， 我 们 常用 符号 C 和 ， 
C. 分 别 表示 复 平面 为 开 的 和 闲 的 ; 以 p(4, 8) 表示 集合 4 和 B 的 
距离 ; 以 34 表示 集合 4 的 边界 ， . 

定理 3. 1 设 天 是 区 域 G 内 一 个 紧 子 集 ，f(z) 是 区 域 G 内 任 . 
一 个 全 纯 函数 ， 则 在 G 一 K 内 容 在 一 个 由 有 限 多 个 简单 封闭 折线 
组 成 的 路 径 厂 ,使 

f(z 2 =| fa (3. 1) 
对 中 所 有 的 z 成 立 . 
证 设 正 数 7 满 足 0<n< 志 P(E,C 一 9)， 在 平面 上 分 别 作 - 


水 平 线 y 二 mn(m 二 0, 土 ， 土 2，…) 和 和 刁 直 线 + 二 n(n=0， 主 1， 
士 2, …), 这 两 族 直 线 构成 的 正方 形 网 中 只 有 有 限 多 个 正方 形 与 KK 


有 公共 点 ( 因 下 是 紧 和 的)， 设 这 有 限 个 正方 形 (内 部 ) 为 BRR,，…， 
了 其 边界 取 正 向 ( 反 时 针 方 向 )， 每 个 3R;(1 委 4j 委 2) 的 四 条 边 为 
IJD O29 0 j39 Oi4* 

如 果 zERs(1<j 志 9), 则 p(z, K)<V 2n<p(K,C 一 G)， 所 
以 有 Rj;CG(1<jq). 另外 ,在 所 有 的 边 0jx (1 所 jg 及 1<k 寺 
人 中 ,有 的 是 两 个 正方 形 的 公共 边 ,有 的 不 是 公共 边 ， 显 然 ， 在 不 
是 公共 边 的 边 上 不 含 玉 的 点 ， 凡 不 是 公共 边 的 那些 边 围 成 一 个 或 
车 干 个 简单 封闭 折线 , 记 这 些 封闭 折线 组 成 的 路 径 记 为 

当 取 每 个 938; 的 正方 向 时 ， 对 每 个 公共 边 恰好 取 正 反 两 个 


方向 各 一 次 ， 对 一 固定 的 各, 设 LERy,， 则 其 吕 在 aR; (1<j<q) 
上 连续 , 所 以 有 
D2 fa 1 [ea (8.2) 


Tionit 2zt Jri— 


另 一 方面 Wi Cauchy 积分 定理 和 积分 公式 有 


zr ?8 1 一 0 3 当 j 夺 胃 ， 
所 以 Salr),, fa =f06). 
由 (3.2), 得 10 = 下 | a (8. 3) 


当 szEK, 则 z 在 某 个 BR; 的 内 部 或 在 某 个 公共 边 上 , 但 此 公共 
边 已 不 属于 个 ,无论 属于 何 种 情况 , z 点 都 是 某 个 Bi 内 部 点 的 极 
限 点 ， 由 假设 ，(3. 3) 的 两 边 都 是 在 组 成 六 的 每 个 封闭 折 线 内 连 
续 ,于 是 有 


f(z2) = zr| f(Das. (zEK) 


$ Jrt—z 
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定理 3. 2 设 个 为 可 求 长 曲线 , 下 为 复 平面 内 与 /不 相交 的 一 
个 紧 集 .车 f(z) 是 个 上 一 个 连续 函数 ， 则 对 任意 小 正 数 。 ， 存 在 
一 个 极点 全 在 人 上 的 有 理 函 数 ER(z), 使 


(6) oy 
| [fu -R6) <e | (3. 4 
对 天 中 所 有 的 2 成 立 . 
证 设 己 的 方程 为 
z=z(t) (0<i<1), 
取 6 满 足 0 之 6<p(K, 丫 ) 设 zEK, 对 50, 十 作 一 个 分 划 ; 
T.0=to<t ts t=1, 
设 tj- 人 (1 委 7 魏 07)， 
< 让 | zc 一 zz( 的 ] 
Da 
<|f[z(t)]| Xt)— z(t 十 训 12()11f[z(t)] 一 f[z Ct) 


则 


z(t)—z z(ty) 2 


+ fzCt)] fCz(2)]. 


取 正 数 4 使 得 对 玉 中 所 有 4 及 [0, 1] 上 所 有 + 都 有 
lzls4，1z(DIS4 及 IfLz(D]IS4 
fiz(1)]_ ftz(t)]| 4 
则 bl < tt) | 
二 21fz( 芍 ] 一 fz(t)3|。 


由 于 x(t) 及 万 z(t] 在 [0, 巧 上 一 致 连续 , 邓 给 定 的 e 关 0,， 只 
要 分 划 卫 的 你 个 小 区 了 (tb it) CE) 充分 小 ,就 有 
{z(t)—z(ty)l<e 及 lfLz(t)]— ne 


昌 fhz(t)]_ fiz())] 
于 是 z(t)—z -zl < 
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对 五 中 所 有 s 成 立 ， 


令 R(z) = Siz 2 2 2 
j=1 了 


则 好 (2) 是 航 点 为 z(t) (5=1 2,…9) 的 有 理 国 数 ， 于 是 - 


1 |- |, 


fz(t))T (z(t))—z(t;.)] 
Z(t))—z 让 


i 


1j 
,| < re 
其 路 ( 夏 ) 为 z(t) 在 [0, 1] 上 的 爹 变 差 ， 因 为 任 音 小 正 数 , 故 定 - 
理 得 证 . 

3.2 Runge 定理 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 3.1 设 G 是 C 内 一 个 开 集 ， 则 存在 G 内 一 列 紧 子 集 
全 JJ (% 二 12,…) 满 足 条 件 : 


1° KCK,:, 有 GG= Ur. 
=1 


2” 若 及 CG 且 K 为 紧 集 , 则 有 菜 个 4 使 KCK,CG. 
3” C. 一 K, 的 每 一 个 分 支 D 包 含 C- 一 G 的 一 个 分 支 . 
证 1° 对 每 一 个 正 整数 7 , 设 
= {2:12|<0), B= 2:pl, C-9) > 元 |， 
A,= {z:12| 委 中 ， B=}z:p(, C-9 > 


时 4 B, 为 开 集 , 4， 万 , 为 闭 集 且 BCBCG. 于 是 K,= 4, Bn 


@ 度量 空间 X 内 构成 开 集 G 的 不 能 再 扩大 的 连通 开 售 ,叫做 G 的 一 个 分 支 ， 


® 6 了 。 


.是 有 界 闲 集 从 而 它 是 紧 的 ,并且 显 然 


ECEuGn=D2 9) 及 G= Ux 

2。 由 于 思 Chori 及 以 CBorws 敬 令 Dr 一 hn Bsr4， 则 
Dwi 为 开 集 ， 且 有 KCG= UD 于 是 {Dir} o=b2.) 是 
.KK 的 一 个 开 履 盖 , 所 以 存在 一 个 正 整 数 驴 使 


N 
KC 吕 DCCG。 
B=1 


N 了 万 
但 U D+i= U (Asiif) B41) CC U (As+1() B,,,) 
二 1 n=1 


n=1l 
万 
一 U Kri= KwCG. 


故 有 天 CE ICG. 
3" 由 于 下 :CG， 所 以 (Cs 一 Kn) 刁 (C。 一 G)， 于 是 不 难 证 
:其 C, 一 KK; 的 每 一 个 分 支 包含 C- 一 G 的 一 个 分 支 . 
引 理 3.2 设 V 和 7 为 C 内 两 个 开 集 且 VCU 及 aVNUVU= 9. 
车 互 为 的 一 个 分 支 并 有 五 NV 关 久 , 则 有 互 CF 
证 设 aEHNV, 则 有 一 个 含 a 点 的 分 支 G, 由 于 VCUV, 所 
-以 CC 瑟 ， 又 由 于 9VNV=, 所 以 3G 站 五 = GY. 但 @ 与 已 都 是 
连通 开 集 , 所 以 有 五 =G, 否则 在 互 内 存在 一 点 EG， 在 G 内 存在 
一 点 9 使 线段 9 全 部 属于 五 ,而 在 9 上 至 少 有 一 个 G 的 界 点 , 这 
与 9GN HH= 名 矛盾 .由 于 GCTV, 所 以 HCV. 证 毕 . 
用 B(K, 避 ) 表 示 那 样 一 个 函数 集合 ,其 中 每 一 个 函数 f(z) 在 
互 上 连续 而 且 存 在 一 个 有 理 函 数 序列 {Bus(z)} (n= 二 1,2,…) 在 KK 上 
-一 致 收敛 于 f(z), 而 每 个 BR,(z) 的 极点 在 召 中 . 
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引 理 3.3 (1) 车 f(z) 和 y(z) 属 于 B(K,B)，o 为 常数 ， 则 - 
af(z).7(z) 十 9g(z) 和 f(z) .9(2) 也 属于 B( 开 ,万 ). 

(2) 车 BCK,) 中 一 个 函数 序列 {f(z2)} (n=1,2,…) 在 K 上 
一 致 收效 于 f(z), 则 f(z)EB(K,B), 即 B(K, 8) 是 闲 的 . 

这 个 引 理 的 成 立 是 很 显然 的 , 证 明 从 略 . 

引 理 3.4 设 关 为 平面 内 的 一 个 紧 集 .车 EC 一 开 ， 妃 为 ， 
C- 一 开 内 一 个 子 集 且 与 C- 一 下 的 每 一 个 分 支 相交 , 则 -一 -5 
B(K,E). 

证 分 两 种 情况 证 明 : 

1。 coEB， 设 使 -EBCK, 万 ) 成 立 的 所 有 a 值 所 成 之 集 为 ， 
V. 令 U=C-K, 则 有 BCVCU. 

现 设 a 为 7 中 任 一 点 ,考虑 满足 条 件 |6 一 a| 过 pCa,K) 的 任意 
点 5, 则 对 玉 中 所 有 的 z 有 


b—al |6—al 
2 < < 


所 以 5) -a2 (9), (3.5) . 
) . 


令 Re(z) -Ses) (k=1,2,°°), 


其 直立 (2 人) 在 K 上 一 到 收 仇 于 (1 


则 Ra) 是 有 理 函数 , 目 序 列 | ee (4 一 1 2 在 玉 上 一 致 收 全 ; 
于 -二 7， 由 引 理 3. 3, (<)EB(K,). 又 由 于 B(K, 加 是 闲 的 , 改 - 


得 二 ;SB(K,B)， 即 bcE7。 于 是 是 开 集 . 
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， 设 8 为 了 的 边界 上 任 一 点 ，{e) 为 三 中 一 个 序列 并 有 imau= 


4, 由 上 面 的 证 明 , 则 有 15 一 0s 之 p (a,, 五)， 当 m->co 时 ,就 有 p(o， 
K) ==0, 即 a 及， 于 是 就 有 3VNUZ. 但 BCV; 所 以 HNV 关 
作 ， 由 引 理 3.2, 则 得 .及 CV 于 是 UCV， 另 一 方面 , 已 知 FCU， 
故 得 F=Z. 于 是 引 理 成 立 , 

2" coEB. 此 时 CK 必 丰 一 个 无 界 分 支 ,在 这 个 无 界 分 支 
中 选取 203 使 


La :ZzEK}. 
考虑 集合 一 (B 一 {co}) U {ao), 则 Bo 不 含 oo 且 与 C 一 的 每 个 
分 支 相交 ， 由 1 的 证 明 , 当 SC 一 天 时 , 有 -二 .EB(K，E). 所 
以 存在 一 个 极点 在 Bo 中 的 有 再 函数 序列 {B,(z)} (n=1,2，…) 在 
K 上 一 致 收 全 于- 一- 


另 一 方面 ， 对 正中 的 所 有 ,有 | 四 | < 到 所 以 


划 多 项 式 序 列 
P,(z) = 二 (2) (n=1,2,.…) 
在 下 上 一 


数 ,于 是 在 上 面 的 有 理 涪 数 序 列 {B,(z)} 人 Ro(%) 以 bo 为 
极点 , 则 可 用 多 项 式 P(z) 赫 代 相 应 的 一 一 Ga 从 而 可 得 一 个 极点 


2 


864。 


在 妃 中 的 有 理 函 数 序列 {R,(2)} 在 下 上 一 致 收 敏 于 二 二 所 以 仍 有 
二 -<B(K, 下， 证 毕 


现在 证 明 下 面 的 Runge 定理 . 

定理 3. 3 设 天 是 平面 内 一 个 紧 集 , 为 C- 一 下 的 一 个 子 集 
并 与 C. 一 KK 的 每 一 个 分 支 都 相交 ， 若 f(z) 在 开 集 G 内 解析 且 
GK, 则 对 任意 2 汪 >0， 存 在 一 个 极点 在 户 中 的 有 理 函 数 BR(z〉 使 

If(z)—R(z)|<e 

对 中 所 有 z 成 立 . 

证 由 定理 3. 1, 在 G 内 存在 一 个 由 若干 封 闵 折线 组 成 的 路 径 : 
矿 与 不 相交 并 使 


1 ( f(t) 
f(z2) = 区 了 | Sad (3. 6 
对 KK 中 所 有 的 z 成 立 . 
又 根据 定理 3. 2, 存在 一 个 极点 在 夏 上 的 有 理 靖 数 8(z), 使 
1 [f(t) 
| 一) |<e/2 (3. 人 
对 天 中 所 有 的 “成 立 ， 
由 (3. 6) 和 (3.7) 则 有 
|f(2)—Q(z2)|<e/2 (3. 8): 
对 五 中 所 有 的 z 成 立 . 


由 引 理 3. 2 和 引 理 3. 3，Q@(z)EB(K, 8)， 于 是 存在 一 个 极点 
在 如 中 的 有 理 函 数 序列 {Ba(2)} (n=1，2，…) 在 及 上 一 致 收敛 于 
Q(z), 即 当 充分 大 时 

|RsC2)—Q(2) |<e/2 (3. 9) 
对 五 中 所 有 的 z 成 立 ， 
由 (3. 8) 和 (3. 9), 则 当 % 充分 大 时 


ss 6 «. 


.|f(z)—R,(z)|<e 
对 中 所 有 的 % 成 立 . 于 是 Runge 定理 成 立 
定理 3.4 设 G 是 C 内 一 个 开 集 , 卫 为 C._0 内 与 C0 
的 每 一 个 分 支 都 有 交点 的 点 集 ， 设 R(G, ) 是 极点 在 互 中 的 一 切 
有 理 函 数 的 集合 , 则 对 G 内 任 一 解析 函数 F(z), 存在 极点 在 中 的 
有 理 函 数 序列 {R。(z)} ,使 
四 | limBa(z) =f(2) (3. 10) 


对 G 内 所 有 的 成立. 
证 由 引 理 3.1， 在 G 内 存在 一 个 紧 子 集 序列 {Ks} (a 一 1 2， 
…) 满 足 


ECKE (i=1,2,) 及 G= UE,, 
n=1 


并 且 C。 一 ,的 每 个 分 支 包 含 Co。 一 G 的 一 个 分 支取 一 个 随 n 
趋 于 0 的 正 数 序列 {x}, 根据 及 unge 定理 ,对 每 一 个 正 整 数 4， 存 
在 一 个 极点 在 中 的 有 理 函 数 有 ,(z), 使 
[f(z2)—R,(z)|<e, 
对 K， 中 所 有 的 z 成 立 ， 于 是 对 任意 zEG 及 任意 se>0, 存在 一 个 
正 整数 N, 使 当 zx 时 ,有 zEK。 及 en<e， 所 以 当 n>>N 时 
1f(z) 一 Rs(z)1<e。 
这 就 证 明了 (3. 10) 对 G 内 所 有 4 成 立 . 
在 定理 3.4 中 , 车 令 马 = {co} ,并 视 多 项 式 为 以 co 为 极点 的 有 
理 函 数 , 则 立即 可 推出 下 面 的 定理 ， 
定理 3.5 设 G 是 C 内 一 个 开 集 , 且 C- 一 G 是 连通 的 ， 则 对 
-于 G 内 每 一 个 解析 函数 f(z)， 存 在 一 个 多 项 式 序列 {P,(z)} (n= 
1 2,…) 使 
limP, (2) =f(z), zEG. 
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3.3 亚 纯 函 数 的 部 分 分 式 分 解 定理 
定理 3. 6(Mittag-Leffler 定理 ) ” 设 G 是 一 个 开 集 ,{a:} (一 : 
1,2,…) 是 G 内 互 不 相同 的 点 组 成 的 序列 并 在 G 内 没有 聚 点 , 又 设 : 


Sy (2 = gy7 (下 一 1 2,…)， (3. 11). 


是 一 个 有 理 函 数 序列 , 则 在 G 内 存在 一 个 亚 纯 函数 1(z) 以 且 仅 以 . 
tdjyj 为 极点 ,并 在 or 处 的 奇异 部 分 为 Se(2)， 
证 由 引 理 3.1, 在 G 内 存在 一 列 紧 子 集 {K,)} (x 二 1,2,…) 满 ; 


是 天 ,Ci 一 1 2…) 及 G= 【| K,, 并 在 Cs 一 Ks 的 每 一 个 - 
n=1 


分 支 包含 Co。 一 G 的 一 个 分 支 . 因为 每 一 个 KK; 是 紧 的 , 所 以 在 KK， 
中 只 有 有 限 多 个 ur， 我 们 设 正 整 数 集 
T={b:arEK)}, T={k:aEK,—K,-1)} (n>2). 
考虑 函数 序列 
jn(z) 一 > Se(z) (2 二 了 2 (3. 12) 


其 中 车 7 为 室 集 ， 则 规定 f(z) 一 0， 由 于 访 ( 习 在 天 。, 中 无 极 
点 ， 玖 存在 一 个 开 集 6DK。-:， 使 及 (z) 在 0 内 解析 ， 又 由 于 
C. 一 KK 的 每 一 个 分 支 包 含 C- 一 G 的 一 个 分 支 , 故 根 据 Runge 定 - 
|f,(2) — BR, (2) I<(#) (3.13) 
对 K 中 所 有 的 z 成 立 ， 考 虑 函数 
f(2) = (2) + {f(z) -Ra))}， (3.14) 
2 


设 广 为 任 意 大 正 整数 ,由 (3. 13) 则 当 n 宇 入 十 1 时 , {f,(2) 一 BR,(z))} 
在 Kx 上 解析 ,并 有 
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| 户 (2) — Ra (2) | <(3) (n= N+ 1 NI2,.…) 


oo 


所 以 级 数 2 {fr(2)—B, (2)} 


RN 二 + 


在 Ky 上 一 致 收敛 了 一 个 解析 函数 gx (2%)、 由 (3. 14) 


f= fz2) 7 >) {fi (2) — RZ)} fF gy (2). 


N 
fi (2) + 2 {fa(2) —R,(2)), 


在 K, 上 是 一 个 亚 纯 饥 数 ， 其 极点 为 {a4: RE Tt Tl}, 县 在 
az 的 奇异 部 分 为 Sx(z). 从 而 f(z) 在 天。 上 是 一 个 亚 纯 梢 数 ， 其 极 
虚 为 {qr: ET 十 To 十 … 十 Ty}, 目 在 ex 的 奇异 部 分 为 S;(z). 


由 于 正 整 数 交 是 任意 的 , 是 有 G= | 大。 于 是 由 (3. 14 确定 
名 一 王 


的 尔 数 f(z) 是 G 内 一 个 亚 纯 销 数 ,其 极点 为 {a4}%=1,2,…)， 且 
在 as 的 奇异 部 分 为 Si(z)， 定 理 证 毕 . . 

由 定理 3. 6, 立即 可 得 亚 纯 东 数 的 部 分 分 式 分 解 定理 . 

定理 3.7 设 R(z) 是 在 |*| 一 oo 内 的 亚 纯 函 数 ， 极 点 为 (4s} 
《二 1,2,…), 在 a; 的 奇异 部 分 为 


_ We Aj 
Ba) 0a 
刘 有 F(z)=8,(2) | D7 {8,2)— Pa(z)} + G(2), 


其 中 {P,(z)) (n= 二 1，2, …) 是 一 个 多 项 式 序列 ，G(z) 是 另 一 个 整 
函数 . 
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了 |z| 志 aw} , 则 相应 的 正 整数 集 
Di= {hER)}={1), 1= {kaEKk,— Ki)}={n) (222). 


于 是 f(D) = Bz)=6a(2), 


=S1(2)+ D1 {5,2)—R,(2)} 


是 -个 在 G 内 以 {og} 为 极点 的 亚 纯 函数 ， 而 在 ar 的 奇异 部 分 为 
5S.(z)， 此 处 每 个 B,C(z) 是 极点 在 Ca\G 内 的 有 理 函 数 .但 在 这 
里 ,G 为 区 域 1z| 二 0， 所 以 CAN\G== {co}， 从 而 BRB.(z) 是 多 项 式 ， 
将 BR,(z) 另 记 为 P.(2z). 

由 假设 知 ,7(z) 与 f(z) 有 相间 极点 及 相同 的 奇异 部 分 ， 所 以 
f(z) 一 f(z) 是 一 个 整 俐 数 . 令 
G(z)=F(z)— f(z), 


则 有 
F(z)=f(2) + O02) 
=81(2)+ BI {Ss(2)—P,(z)} + 9(2). 
定理 证 毕 ， 
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第 四 章 共 形 映射 


共 形 映射 是 复 变 函 数论 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 它 是 从 物理 学 
中 的 概念 产生 出 来 的 ， 并 且 对 工程 技术 方面 有 重要 的 应 用 ， 本 章 
主要 讲述 映射 函数 存在 性 的 Riemann 映射 定理 和 映射 函数 的 边 
界 性 质 . 


$1 解析 函数 正规 族 


1.1 概念 及 性 质 正规 族 的 概念 是 P. Montel 引进 的 , 他 在 
这 方面 进行 了 深入 的 研究 . 

定义 1.1 设 灾 为 一 族 函 数 ,F 中 的 每 个 函数 在 区 域 G 中 有 
定义 并 且 是 解析 的 。 如 果 对 于 灾 中 的 任 一 无 穷 序 列 {f,(z)}， 总 
有 子 序列 {f,,(2)} 在 G 内 任 一 紧 集 上 一 致 收 伍 于 G 内 的 一 个 解析 
函数 , 简称 为 内 闭 一 致 收敛 , 或 者 一 致 发 散 于 无 穷 , 则 称 多 在 G 内 
是 正规 族 . 

设 P 是 G 内 任意 一 点 , 如果 存在 的 某 一 邻 域 UCP), 使 得 
在 U(P) 内 是 正规 的 , 则 称 灾 在 点 书 是 正规 的 . 

引 理 1.1 函数 族 F 在 区 域 G 内 是 正规 的 , 其 充 要 条 件 是 宛 
在 G 内 的 每 一 点 是 正规 的 . 

证 条 件 的 必要 性 是 明显 的 . 

对 于 充分 性 的 证 明 , 可 设 G 是 有 界 的 ， 否 则 我 们 在 Riemann 
球 上 考虑 即 可 , 对 于 每 一 个 正 整 数 户 命 /为 G 内 与 4 的 边界 的 距 


FT 


高 大 于 或 等 于 地 -的 点 的 乐 合 ， 因 此 ， 对 于 任 一 闭 城 8& CS， 必 可 找 


到 充分 大 的 j， 全 得 GCE,;. 
对 于 每 个 固定 的 j ，B; 上 的 每 个 点 P 都 是 G 的 内 点 ， 于 是 存 
在 邻 域 U(P)， 使 得 实在 U(P) 内 是 正规 的 ， 取 PP 的 较 小 的 邻 域 


VU'(P), 使 (BP)CU(P)， 由 于 ;是 闭 集 ， 蝇 U'(P) 是 它 的 开 覆 


盖 ， 根 据 有 限 覆 盖 定 理 ， 必 定 有 有 限 个 邻 域 避 (7 一 1 2,…，, 二 ) 构 
成 丈 的 覆盖 ， 对 于 用 中 的 任 一 无 穷 序 列 { 加 (2)}， 由 于 农 在 了 
内 正规 ,有 子 序列 { 大 (2} 在 可 上 一 致 收敛 或 一 致 发 散 到 oo， 又 
由 于 实在 V 内 正规 ,于 是 对 于 {f 吕 (z)}, 有 子 序列 {f2(z)} 在 UU， 
上 一 致 收敛 或 一 致 发 散 到 co. 经 过 有 限 次 后 ， 有 {fn(z)} 的 子 序列 


和 本 9(z) 在 届 本 上 一 致 收敛 或 一 致 发 散 到 co， 从 而 在 ;上 一 


- 致 收敛 或 一 致 发 散 到 cc. 

对 于 实 中 的 住 一 序列 {f,(z)}, 由 以 上 推理 ,有 子 序列 {fn1(z)} 
在 上 一 至 收敛 或 一 致 发 散 到 co， 又 有 {fai(z)} 的 子 序列 {fm 
《z)} 在 加。 上 一 致 收敛 或 一 致 发 散 到 oo. 一 般 地 ,有 {fr,;-1(2)} 的 
于 序列 {fai(z)} 在 B8; 上 一 致 收敛 或 一 致 发 散 到 co， 如 此 继续 下 
去 ,最 后 取 对 角 线 序列 f(z),f22(z),…, fj;(z),…。 可 以 看 出 它 
在 每 个 妃 ;(j 二 1,2,…) 上 一 致 收敛 或 一 致 发 散 到 co. 故 灾 在 G 内 
是 正规 的 . 

定义 1,2 如 果 存 在 正 数 民 , 使 得 对 于 区 域内 函数 族 记 中 
作 一 钞 数 f(z) 及 在 G 内 集合 吾 上 的 任意 点 z， 有 |f(z) | 委 邓 , 则 称 

-多 在 百 上 是 一 致 有 界 的 . 

定义 1.3 如 果 任 给 se>0, 存在 6(e) 一 6， 对 于 销 数 族 灾 中 

有 芍 任 一 函数 jz) 和 集合 妃 上 任意 两 点 2 和 zs, 只 要 |z1 一 zs|<6， 
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就 有 11(z) 一 (zs)1<e 则 称 实在 也 上 是 等 许 连 续 的 . 

引 理 1.2 设 实 是 区 域 G 中 的 解析 函数 族 ,如 果 它 在 G 内 是 
一 致 有 界 的 ， 则 它 在 任 一 半圆 盘 {1z 一 zo| 祥 PjCG 上 是 等 度 连 
续 的 ， 

证 设 zzaEtlz 一 al 和 oj,3G 是 G 的 边界 , 设 3G 与 1z 一 
ze| 三 p} 的 距离 是 r@. 我们 有 r>0, 从 而 | 12 一 aa 过 o+ 和 cG。 


对 族 字 人 f(z), 由 Cauchy 公式 有 


feae 1 f(e)ae 
f (21) —1(22) 一 77 | ， ， E 一 2 2x1 | ，， < 一 
21 = fae 
Zt eatertt (C1) (6— za) 


当 |E 一 zo|=p 十 怠 时 ,16 一 %1 | 之 ,15 一 24 1 之 3 由 于 灾 在 G 内 
是 一 致 有 界 的 , 故 存在 M>0， 全 得 
1f(z1)— ln ty 了 ‘27 (p+ 于)|z 一 aa| 


4M(p + 
=— | 1. 


2 


取 6=r?e/4M( p+ 子 ), 那 么 当 1z1 一 mo1<6 时 有 f(z1) 一 f(z)1 


<ze, 即 字 在 {jz 一 zo| 志 Pp} 上 等 度 连续 , 

对 于 一 致 有 界 的 解析 函数 族 , 我 们 有 

定理 1. 1(Atzela) 设 殉 是 区 域内 一 致 有 界 的 解析 函数 
族 ， 则 天 的 任 一 无 穷 序列 { 思 (z)} 有 在 G 内 内 闭 一 致 收效 的 子 
序列 . 


Q@ 车 G 是 全 平面 ,我 们 不 妨 将 适当 缩小 ,使 7 之 二 00。 
$$ DTFD 。 


证 由 于 {fn(s)) 企 G 内 是 一 致 有 鼻 的 ,如果 它 的 子 序 列 内 羡 
一 致 收敛 ,其 极限 函数 不 可 能 为 0， 故我 们 只 须 证 明 在 G 内 正 
规 便 行 了 ， 根 据 曾 理 1. 1， 我 们 只 须 证 明 实 在 G 的 任 注 一 点 z? 
正规 . 

设 U(zo) 是 以 zo 为 回 心 的 开 回 提 ,使 得 DCzo)CG， 在 UV(z0)》 
内 选取 一 个 处 处 稠密 的 可 列 集 合 瑟 (例如 避 (zo) 内 两 个 坐标 都 定 
有 理 数 的 点 构成 的 集合 )， 对 于 多 中 的 任 一 于 汰 序列 { 疙 (z)} ,由 
于 实在 U(z0) 内 一 致 有 界 ， 用 取 对 角 线 序列 前 方法 可 知 ,， 有 子 序 
列 {fon(z)} 在 如 的 每 点 都 收 合 ,根据 引起 1 2 , {fa(z)} 在 UCzo) 
上 是 等 度 连续 的 , 即 对 于 任 害 正 数 e, 存 在 正 数 8 使 当 z1,2sEU(z0)、 
且 |z, 一 zz| < 时 ,有 


[fn(21) — fnn(z2) |<3- (1. 1) 


在 z 平 面 上 作 边 长 为 的 正方 形 网 ， 在 与 六 (zo) 的 交集 非 空 


的 每 个 正方 形 内 取 妃 的 一 点 , 这样 得 到 有 限 多 个 点 ej(j=1,2,…， 
省 )， 对 于 es 之 0 存在 相应 的 入 ,使 当 m 和 % 都 大 于 妨 时 ,有 


[fan(e)—fan(e2)|<E, (f=1,2,°57) (2) 


设 z 为 UCzo) 内 任意 一 点 , 则 用 某 个 ej, 使 |z 二 ej|<6.， 于 是 
由 (1. 1) 有 


[jnm(2 一 fa(ei)1< 3 本， [fanlz)—funle))|<H (39 


从 (1. 2) 与 (1. 3) 可知, 当 myz 都 大 于 六 时 ,有 
|fmm(%2) — fnn(2)|<e. 
这 里 的 六 不 依赖 于 z. 于 是 {fun(z)} 在 Uzo) 内 内 闭 一 致 收敛 . 即 
学 在 7(zo) 内 是 正规 的 . 
1.2 正规 定 则 ”对 于 区 域 G 内 的 解析 函数 族 ,在 什么 样 的 条 
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件 下 它 是 正规 族 呢 ? 这 种 条 件 通常 称 为 正规 定 则 ， 导 求 正规 定 则 
是 正规 族 理论 中 的 主要 课题 , 
定义 1.4 ”如果 区 域 G 内 的 函数 族 灾 在 G 内 任意 紧 集 上 是 
一 致 有 界 的 , 则 称 多 在 G 中 内 闭 一 致 有 界 ， 
引 理 1. 3(Montel) 设 殉 是 区 域 G 内 的 解析 函数 族 . 对 于 歹 
中 任 一 无 穷 序 列 {f,(z)} 有 子 序列 在 G 中 内 闭 一 致 收敛 的 充 要 条 
件 是 : 丈 在 G 中 内 闭 一 致 有 界 . 
.证 必要 性 设 灾 在 G 中 不 是 内 闭 一 致 有 界 的 ， 则 在 G 内 
必 有 一 个 紧 集 ,在 妃 上 有 Fg 中 的 函数 , 它 的 模 能 够 任意 大 . 即 对 
每 个 n, 有 f(z)EF 与 一 点 zsE8, 使 得 
[fn(2n) [> (n=1,2,.),. (1. 4) 
由 于 {f(z)} 有 子 序列 {f,(z)} 在 G 中 内 闭 一 致 收敛 , 因此 在 
有 上 是 一 致 收敛 的 ， 其 极限 函数 fj(z) 在 召 上 是 连续 的 ， 故 有 界 ， 
设 max|f(z)|= 人 MM<+oo， 于 是 存在 入, 使 得 : 在 上当 > 


时 ,有 [fC2)—f (2)1<1, 


因而 
[fs. (2) TEIf(2)1+1EM+1, 


这 与 (1. 4) 了 矛盾， 

充分 性 设 殉 在 G 中 内 闲 一 致 有 界 。 与 证 明定 理 1. 1 相仿 ， 
只 要 证 明 {f.(z)} 有 子 序列 {f(z)} 在 G 内 任 一 点 z6 的 邻 域 0(z0) 
中 内 闭 一 臻 收敛， 适当 地 选取 邻 域 U(z0), 使 U(zo) CG，{f5(z)} 
在 U(zo) 内 是 一 致 有 界 的 (这 个 界 依赖 于 UCzo))， 根 据 定理 1. 1 
有 子 序列 {fs,(z)} 在 U(zo) 中 内 闭 一 致 收敛 . 

定理 1.2(Montel-Carathéodory) 如 果 歼 是 在 区 域 G 内 不 
取 值 0 与 1 的 解析 函数 族 , 则 丈 在 G 内 是 正规 的 . 

证 固定 G 内 一 点 z0, 定 义 族 安 , 和 祈 ,; 

Fi={fEF||f(z0) [<1}, 

e。 74 ，。 


多 := {fEFII Fz) |>1}. 
故 字 = UF,. 
首先 我 们 证 明 多 , 在 G 内 是 正规 的 ， 根 据 引 理 1. 3, 我 们 只 须 


” 证明, 在 G 中 是 内 闭 一 致 有 界 的 ， 


设 a 是 G 内 任意 一 点 , 厂 是 G 内 连结 zo 与 a 的 曲线 .Do,D,， 
…,D, 是 在 G 内 的 以 全 上 的 点 zo 219 21 二 a 为 中 心 的 圆 盘 ， 使 


"得 261 与 纹 在 Dei 由 Ds(1<kQn) 之 内 , 且 世 CG(0Sk<R). 现 
“在 我 们 在 Do 内 应 用 Schottky 定理 ( 见 第 三 章 定理 2. 5), 则 对 多 ， 
. ;。 中 的 任 一 函数 f(z)， 存 在 仅 依赖 于 Do 的 半径 的 常数 Co， 使 得 


1f(z)1 志 Co(zEDo)， 转 别 有 |1f(z1)1 才 Oo 在 Di 内 应 用 Schottky 


.定理 , 则 在 D; 内 对 丈 , 中 的 任 一 印 数 f(z), 存在 仅 依 赖 于 了 D; 的 半 


径 和 Co 的 常数 Ci, 使 得 |f(z)| 志 01(zED1)， 继 续 这 个 过 程 ,我 们 
得 到 多 , 在 D, 内 是 一 至 有 界 的 .由 于 a 是 任意 的 , 再 用 有 限 覆 盖 
定理 ,得 到 窗 ; 在 8 内 是 内 闭 一 致 有 界 的 。 由 引 理 1. 3 多: 中 任何 
序列 有 内 闭 一 致 收敛 的 子 序列 ， 即 安 ; 在 @ 内 是 正规 的 . 


现在 考虑 族 守 。， 由 于 丈 ， 


1 
' FC) 
内 是 解析 的 ， 且 天 不 取 值 0 与 1， 而 11/f(zo)1<1， 因 此 实 = 
往 1feF cr 中 任何 序列 | 天才 Fhe 内 有 内 闭 一 到 收 全 


的 子 序列 1-Cz7 |) 设 4(2) 一 Bmp-Czy* 车 (2) 二 0, 则 {fa(2)} 


内 闭 一 致 趋 于 co。 当 h(z) 关 0 时 ， 一 定 有 8(z) 关 0(zEG). 事实 
上 , 设 zo0EG,h(z6) 二 0, 但 和 Cz) 关 0, 则 在 在 贺 盘 {|z 一 zol 志 7} CG,， 


: 使 得 在 圆周 上 , 181(z)1>m>>0, 且 存在 着 常数 W， 使 当 ws 之 入 时 ， 


Ka 一 天 t|<m 在 加 周 上 一 致 成 立 ， 由 Rouch 定理 ， 玫 与 


es FS 。 


天 -在 上 述 的 加 盘 内 有 相同 个 数 的 零点 hz) 在 这 个 加 盘 内 至 少 半 
一 个 零点 ， 因 而 -Czy < 也 至 少 有 一 个 零点 这 与 ,ES2z, 矛盾 隐秘 
1 


此 {fo} 内 闭 一 致 收 伍 到 元 , 即 FZ 是 正规 的 . 


关于 解析 函 数 正规 族 的 正规 定 则 还 有 许多 ， 请 参阅 有 关上 入 
著作 
1.3 ”极限 函数 的 性 质 ”关于 内 闭 一 致 收敛 的 解析 函数 序列 “ 
其 极限 函数 有 以 下 的 性 质 : 总 
定理 1.3(Weierstrass) 设 {f,(z)} 是 区 域 .G 内 的 解析 函数 
序列 , 它 在 G 内 内 闭 一 致 收敛 于 函数 f(z)， 则 f(z) 在 G 内 是 解析 
的 , 且 对 于 每 一 个 正 整 数 之 1，f:”(z) 内 闭 一 致 收敛 于 有 (2) 
此 定理 的 证 明 在 复 变 函 数 基础 教程 中 都 有 ,'D 这 里 我 们 从 略 . 
定理 1.4(Hurwitz) 设 {f,(z)} 是 区 域 G 内 的 解析 函数 席 
列 , 它 内 闭 一 致 收效 于 函数 f(z) 天 0; 设 有 闭 贺 一 D(a, 8) CG8®， 
在 |z 一 a| =R 上 ,f(z) 关 0, 则 存在 正 整 数 Y， 使 当 "之 N 时 ,f(z) 
与 f,(z) 在 圆 惠 D(a, R) 内 有 相同 个 数 的 者 点 . 
证 因为 在 加 罚 厂 :1z 一 a| 一 RR 上 ,f(z) 关 0, 故 
6=inf {|f(z)||zE7T}>0. 
硬 fr?f 在 六 上 是 的 故 存在 正 整 数 m41， 使 当 n 之 ni 时 ,有 
f(z)|>> 久 2 (xD 因此 对 于 zE 太 , 当 nm 时 ,有 


1 [|_|fa(z)—f(2)| 一 
7 (zi | fz)fa(2) 


即 六 一 于 在 六 上 是 一 到 的 由 定理 1 3 如 一 了 在 民 上 是 一 致 购 


@ 例如 可 参见 余 家 荣 编 4 复 变 函数 >( 第 一 版 ) 第 76 页 土 定理 2.3。 
©® D(a, PR)={z1|z~al <BR}. . 
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是 久 /7-> 户 /在 六 上 是 一 臻 的 ， Mm 
fi(©), 


六 1 ff (6) 
| FE 全 一 3 ea) %. 
| 人 nedc 只 只 取 整 数值 , 故 存在 ,使 当 4 宇 时 ,有 
六 (6)， fa), | 
| 开 =2 | dé 


f(é) rfn() 
芯 就 证 明了 定理 


2zr7 


$ 2 Riemann 映射 定理 


Riemann 定理 在 复 嘱 函数 的 理论 及 其 应 用 上 都 有 极其 重要 
的 作用 ， 在 理论 上 , 它 是 近代 复 变 函 数 几何 理论 的 起 点 ， 其 次 ,为 
也 研 究 在 较 复杂 的 区 场 内 的 共 形 映 庙 下 的 全 些 不 变量 ， 只 须 在 较 
征 单 的 区 域内 进行 研究 ,然后 应 用 共 形 映射 就 得 到 所 需要 的 结果 

2.1 一 个 引 理 在 证 明 映射 存在 定理 之 前 , 我 们 先 证 明 一 个 
有 关 映 射 函 数 的 导数 性 质 的 引 理 . 

引 理 2.1 设 G 是 复 平面 内 的 单 连 通 区 域 ,w=y(z) 是 G 中 
-的 单 叶 解 析 函 数 , 它 特 G 映 为 单位 图 提 |w| 志 1 内 的 区 域 . 若 %(G) 
未 与 单位 图 盘 重合 ， 且 20EG， 则 在 G 内 容 在 一 个 单 叶 解析 函数 
1(z), 将 G 映 为 单位 回 盘 内 的 区 域 , 且 

[p120) | 光 | (20) | . 
证 ”考虑 把 单位 圆 盘 喘 为 自身 的 映射 


gm 
1—az” 


其 中 复数 w 满足 |g| 二 1。9。 是 单位 图 盘 到 自身 的 一 个 双 射 , 可 直 
: 按 计 算 其 逆 为 Pa 
根据 引 理 的 假定 ,存在 a, jc|< laesg(G)， 则 ,pos 是 G 内 
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的 单 叶 解析 函数 ， 且 不 为 零 ， 因 此 存在 G 内 的 解析 函数 g(z)， 让 
9 二 ao,9 是 内 射 ， 设 6=9(z0)，zoEG、 令 办 =poeg， 不 准 见 
到 ,1 是 GG 内 的 解析 函数 ， 如 果 记 s(w) 二 w?, 则 有 

| P=- 58°9—=P-a sp-ppL1e 
由 于 1(z0) =0, 复合 函 数 求 导 法 则 给 出 

多 (20) =F'(0) yp! (20). 

其 中 =g-。。sop-s， 由 于 了 将 单位 图 盘 映 为 自身 的 真子 集 ,根据 
Schwarz 引 理 ,有 |8F'(0) | 过 4, 由 此 |» (G20) | 过 9 (20)1. 

2.2 ” Riemann 定理 设 G1,G, 是 两 个 区 域 。 如 果 解 析 函 北 
f(z) 是 G4 到 Ga 的 双 射 ， 亦 即 f(z) 是 G 中 的 单 叶 解析 函数 ， 且 
f(G1) =G, 则 称 f(z) 将 Ci 共 形 映射 为 G5 

关于 共 形 映射 的 存在 性 ,我们 有 : 

定理 2.1(Riemann) 设 G 是 复 平面 内 的 单 连 通 区 域 ， 其 边 
界 至 少 含 有 两 个 不 同 的 点 ， 任 意 给 定 一 点 zxEG, 则 存在 唯一 的 单 . 
叶 解 析 函 数 9(z), 映 G 为 单位 回 盘 |w| <1, 使 得 

9 (20) =0, argg’ (z0) >0. (2. 1) 

证 由 Liouville 定理 ,扩充 复 平面 CC 及 开平 面 C 不 能 共 形 
映射 为 单位 圆 盘 。 因 此 假定 G 至 少 有 两 个 边界 点 是 必要 的 , 设 a 
和 5 是 G 的 两 不 同 边界 点 ， 当 a,5 关 oo 时 ,变换 (z 一 g)/(z 一 5) 将 
G 变 为 单 连 通 区 域 G1, 有 边界 点 0 与 oo， 当 5=oo 时 , 变换 z 一 a 
将 G 变 为 单 连通 区 域 G1, 有 边界 点 0 与 .因此 我 们 总 可 以 假定 
G 有 边界 点 0 和 co. 任 一 包围 原点 的 简单 闲 曲线 ( 指 连 续 曲线 , 下 
同 ) 必 与 G 的 边界 相交 ， 因 为 如 果 它 整个 在 G 内 成 为 G 的 内 点 , 则 
原点 属于 G; 同时 它 忆 也 不 可 能 全 都 是 G 的 外 点 . 如 果 我 们 令 

Z1 = %， 
这 个 函数 在 G 内 有 解析 分 枝 , 因为 当 z 在 G 内 描绘 一 条 闭 曲 线 时 ， 


这 条 曲线 不 包 国 原 点 ， 取 定 一 个 分 枝 后 , 这 个 铺 数 还 是 单 叶 的 , 它 : 
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将 G 共 形 映 为 单 连通 区 域 G,. 车 #1 二 c 是 G1 的 内 点 , 则 z= 一 
华 9 的 外 点 . 

z2 =1/(z 十 0) (2. 2) 
将 G1 共 形 映 为 有 界 单 过 通 区 域 G,， 因 此 我 们 总 可 以 假定 G 是 有 
界 域 ， 变换 zs=za 二 4 共 形 地 映 G2 为 单 连通 区 域 G3, 并 可 选取 6 
使 Gs 含有 原点 zs=0, 它 蕊 是 z 的 像 ， 总 之 ， 我 们 可 以 假定 G 是 含 


有 原点 的 有 界 单 迷 通 域 ， 我 们 还 可 以 用 旋转 将 映射 函数 的 初始 条 
件 进行 正规 化 : 


f(0)=0, f°(0)>0. (2. 3) 

现在 我 们 考虑 具有 下 列 人 性 质 的 函数 1() 所 组 成 的 类 %; 

(1) f(z) 在 G 内 是 解析 的 . 

(2) f(z) 在 G 内 是 单 叶 的 . 

(3) f(z) 满 足 (2. 3)， 

(4) 当 zEG 时 , |f(z) | 过 1. 

当 五 是 充分 小 的 正 数 时 , 有 zE 穴 ， 故 多 非 空 ， 对 于 史 , 根据 
引 理 2. 1 现在 我 们 可 以 提出 下 面 的 极 值 问题 ; 

寻求 灾 的 元 素 f(z), 使 得 尹 (0) 有 最 大 可 能 的 值 ， 

由 于 G 含 有 原点 ，G 必 合 有 一 闲 圆 盘 1z| 委 po，p>>0， 对 任 一 
.JE 灾 , 由 条 件 (4) 及 Cauchy 公式 得 


, 1 
f 0) < 
:因此 正 数 集合 {f'(0) 1 寿 宛 } 是 有 界 的 ， 令 
4=sup{f" (0))}， 
我 们 将 证 明 字 有 一 元 素 9(z), 使 得 9'(0) =4， 随 后 将 验证 ,9 (2z) 
就 是 所 要 求 的 映射 函数 . 
条 件 (1) 与 (4) 表 明 , 多 是 正规 族 . 由 于 /是 上 确 界 ， 对 任 一 


es TOQ 。 


正 整 数 风 有 户 (z)E 史 使 得 败 (0) 4 一 过 序列 {f(2)} 的 收敛 


子 序列 仍 记 为 {f(z)}, 则 有 
limfa (0) =4. 

且 {j(z))} 在 G 中 内 闭 一 致 收敛 于 函数 9(z).9'(0) = 是 明显 的 . 
由 定理 1. 3,9(z) 满 足 条 件 (1). 9(z) 满 足 (3) 是 明显 的 . 9(z) 不 是 - 
常数 ， 由 最 大 模 原 理 ，9 (2) 满 足 (4)、 为 验证 条 件 (2), 设 9(z) 在 ， 
G 内 不 是 单 叶 的 ， 即 G 内 存在 两 点 z1 和 zs zi 天 za， 使 得 9(z1) = 
9 (zz) 二 a, 则 在 z1 和 zs 的 邻 域 内 ,由 定理 1. 4, 对 充分 大 的 zfs(z) 
分 别 在 这 两 个 邻 域 中 取 相 同 的 值 a4， 于 是 f(z) 不 是 单 叶 的 ， 故 : 
9(z) 满 足 条 件 (2), 从 而 gE 

根据 引 理 2. 1,9(z) 映 G 为 整个 单位 圆 盘 |w| 过 1. 

剩 下 须 证 明 映 射 函 数 的 唯一 性 ， 假 定 还 有 一 个 函数 必 二 G(z) 
也 将 G 共 形 映射 为 单位 圆 盘 , 且 满 足 初始 条 件 (2. 3). 函数 玉 (w) = 
GLg9-1(w)] 共 形 地 映 |w| 过 1 为 自身 ,由 Schwarz 引 理 , FCGw)| 志 
lwl, 即 1G(z) | 三 19g(z)1. 交换 G(z) 与 9(2) 的 地 位 ,又 得 到 19(z) | 
委 1G(z)1. 于 是 对 任 一 zEG, 1G(z)|=19(z)1, 又 由 于 G(z)/9(z) 
(补充 定义 G(0)719(0) = 了 在 G 内 是 解析 的 ，|G(z)19g(z) | 二 1, 故 
由 最 大 模 原 理 ,G(z) =9(z)， 定 理 全 部 证 完 . 

2.3 ”映射 函数 的 边界 性 质 ”Riemann 映射 定理 中 没有 考虑 
区 域 的 边界 点 与 单位 圆周 上 的 点 的 对 应 关系 ， 这 里 我 们 来 讨论 映 
射 函 数 是 否 可 连续 延 拓 到 边界 的 问题 . 

考虑 区 域 G 中 的 点 列 {z}. 如 果 {shj 的 聚 点 都 属于 G 的 边界 ， 
我 们 说 点 列 {z4} 趋 于 G 的 边界 ， 即 对 任 一 2xEG 和 充分 小 的 e>0， 
总 存在 0; 使 当 n>no 时 ,有 | 一 z | 之 

在 这 一 情况 下 , 以 z 为 圆心 ，s( 可 能 依赖 于 z) 为 半径 的 贺 益 
组 成 G 的 一 个 开 和 覆盖。 由 此 可 知 ， 任 何 紧 集 天 CG 可 用 有 限 多 个 
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这 样 的 阅 盘 来 材 盖 ， 如 把 相应 的 最 大 的 no 记 作 只， 则 知 当 wo> 沽 
时 ,zx 不 能 属于 天 .或 者 说 ,对 于 任 一 紧 集 下 CGC， 存 在 {z,} 的 子 
点 列 , 它 不 与 世相 交 ， 

定理 2.2 设 f 是 把 区 域 G 映 成 区 域 9' 的 一 个 连续 双 射 . 如 
果 {z} 趋 于 G 的 边界 , 则 {f(z,)} 趋 于 G' 的 边界 . 

证 对 于 任 一 oEG， 由 于 了 是 连续 的 ， 对 于 每 个 >>0, 存在 
56 二 0, 使 得 

Filw fe) I {zd}. 

设 0 是 G' 中 的 开 集 ,zoEf"1(O0). 如 果 wo=f(z0), 则 wo 在 0 
内 .由 开 集 的 定义 , 存在 e 之 0, 使 得 {|w 一 wo| 过 e} CO， 由 上 段 的 
说 明 , 存在 6>>0, 使 得 

{lz—z0| <6} Cf {lw —wol<e)) Cf 0). 
即 f"1(0) 是 开 集 . 

设 X 是 GF 中 的 一 个 紧 集 ， 由 于 了 是 连续 的 双 射 ， 广 : 是 连续 
”的 .考虑 f-!(K) 的 一 些 由 开 集 {0} 组 成 的 统 盖 , 原 象 {FXO)} 由 上 
看 的 证 因 也 是 一 些 开 集 ， 组 成 《的 一 个 得 盖 ， 于 是 可 选 击 有 限 了 
覆盖 : KCf(O) U…Uf(O。)， 其 中 0;(j=1,2,…，m) 是 开 集 . 
因此 推出 广 :CED)COU…UO。 f-1(K) 是 G 中 的 紧 集 ， 如 果 存 
在 no, 使 得 当 7n>no 时 ，z， 不 属于 广 ! CK), 则 j(zu) 不 属于 天. 即 
了 (zs) 趋 于 G 的 边界 . 

一 般 说 来 ， 一 个 区 域 的 边界 可 能 出 现 很 复杂 的 情况 。 我 们 仅 
限于 简单 六 曲线 所 围 的 域 来 证 明 下 面 的 边界 对 应 定理 ， 

定理 2.3 设 G 是 由 一 条 简单 闭 曲线 个 所 图 的 内 域 ， 若 函数 
f(z) 共 形 映 射 G 为 单位 圆 嚼 | 一 1, 则 j(z) 可 延 拓 到 三 上 ， 使 得 
f(z) 在 闭 区 域 如 上 连续 , 并且 建立 起 矿 上 的 点 与 回 周 |w| 二 1 上 的 
点 的 一 个 一 一 对 应 ( 亦 即 f(z) 是 也 到 |w| 过 1 的 一 同 厦 映射 ). 

证 普 先 证 明 函 数 f(z) 在 区 域 G 内 一 臻 连续， 假定 f(z) 在 
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G 内 不 一 致 连续 ， 则 存在 某 一 正 数 eo 及 G 内 两 点 列 24) 2 (2 一 也 
2, …)， 使 得 


[zz4 < f(z4) 一 f(z 人 1 CDb2 


因为 序列 z (n= 二 1，2,…) 是 有 界 的 ， 所 以 有 它 的 一 个 子 序列 2 ， 
(= 了 2) 收敛 到 一 点 Z， 又 因为 
2 一 2 | ->0 (kh->00), 
所 以 2 (8 一 1,2,…) 地 收敛 到 同一 点 2。 为 简单 起 见 ,21,, 区 仍 : 
记 作 z%,z%， 于 是 有 
Zh >2, su >2F(R>00), |f C21) —f 2%) | 全 en 
点 Z 必 是 夏 上 的 一 点 ， 因 为 车 2 是 内 的 一 点 , 则 当 za->co 时 ， 
[fz%) —f 22) | >|f(2)—f(2)1=0. 
这 与 |f(z1) 一 f(z%) | 守 2o 相 了 矛盾 . 

设 w = 了 (2%), w==f(z4)， 由 于 ws，w4 的 有 界 性 , 与 上 述 - 
选取 zz 的 子 序列 类 似 , 我 们 可 以 设 wh 地 到 和 0 二 到 "(n>00). 
于 是 我 们 有 

[W’—W’”| 守 eo 
并 且 由 定理 2. 2, WW',W” 一 定 是 圆周 |w| =1 上 的 两 点 

作 一 条 连续 曲线 6， 连 接点 2 与 G 内 的 一 点 zo， 使 得 除名 点 - 
外 ，B 全 在 G 内 (是 关于 简单 闭 曲 线 的 Jordan 定 理 的 一 个 推论 ). 
在 单位 圆 盘 内 到 两 点 wi, zs， 使 得 线段 ww 与 at 的 距离 大 于 
eo/2. 设 


=f z=f"!(w2). 
以 Z 为 中 心 ,7 为 半径 作 圆 周 C,， 使 得 点 zo 在 其 外 部 (图 4 1). 当 : 
点 从 名 出 发 沿 8 运动 时 ， 首 次 遇 到 C. 上 的 点 z*, 然后 从 z* 出 发 
分 别 沿 Cu 的 两 个 方向 运动 ， 首 次 遇 到 矿 上 的 两 点 Z1，Zo， 贺 绝 


~ ~ 
ZZ 除 两 个 端点 外 都 属于 G， 图 弧 GZs 与 个 上 包含 点 Z 的 那 部 . 
82。 


图 4.1 
分 围 成 的 域 记 作 G,。 当 7 充分 小 时 ,点 zu zs 在 G+ 的 外 部 。 设 线 
段 ww ,waws 在 @G 内 的 原 像 是 B1, Bs， 当 % 充 分 大 时 ， 点 2 2 


属于 G,, B1, B 与 加 弧 始 避 的 交点 分 别 为 5 和 Eo， 于 是 我 们 有 
< -fe)1 =| fF (We 


-| PC2Treorievag| 
< "If CH+re1a (0<0). 
革 积 分 的 Schwarz 不 等 式 ,有 
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著 
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将 不 锋 式 两 边 从 Pp 到 五 对 ?积分 ,得 到 
至 ln 2<2r| 人 7| 户 (Z 十 ret 12d0 
。 33 %, 


<2 (If (ldo<2n. 
sz ， 


所 以 


令 p->0, 左 边 趋 于 无 穷 , 从 而 得 到 矛盾 ， 这 便 证 明了 fz) 在 4 内 
一 致 连续 . 

由 于 f(z) 在 G 内 一 至 连续 , 便 可 给 出 函数 f(z) 在 边界 厂 上 的 
值 ， 我 们 证 明 ， 车 是 厂 上 的 任意 一 点 , 则 limf(z) 存 在 且 有 穷 
事实 上 ,对 于 任意 的 *>0, 因 f(z) 在 G 内 一 致 连续 , 故 可 找到 一 个 
正 数 5>0， 使 得 对 于 G 内 的 任意 两 点 4，zs， 只 要 1z1 一 zs| <6， 
就 有 

1f(a ) 一 f(za)1<e 

因此 , 当 [z1 一 31 之 9s 一 21 < 人 时 ，|f(z1) 一 f(zD)1<e 根据 
Cauchy 准则 ,上 述 极限 存在 且 有 穷 . 

在 边界 夏 上 ,定义 

HZ) =limf(2). 
2E0 


设 。 和 6 是 上 述 正 数 ,而 Z1, Zs 是 夏 上 的 两 点 ,满足 条 件 
[2 -Z| < 
在 G 内 取 两 点 z1, 22, 使 得 


6 2. 
12 -al < [f(z1) —f(2,) [< 二 


lz 一 21< 和 1f(Geo) 一 fZDO1< 二 


这 时 点 z1, zs 满足 条 件 
[21 一 Zz2| 声 |z1 一 如 | 十 | 名 1 一 如 | 十 [Zs — Za) <6,. 
外 


所 以 
[f(z1)—f(z2)|<e. 
因此 , 当 |2, 一 Zs| < 仿 时 ， 


[|f (2)—f(22) |SIFZ) fz) | + 1f(2) — f(z2) | 
+t [f(s2) —f (22) | 


<3+ e 十 二 一 2e. 


所 以 (2) 在 修 上 一 致 连续 .由 此 可 知 , f(z) 在 8G 上 一 致 连续 ， 若 
多 是 夏 上 的 一 点 , 那么 玉 二 了 (2Z) 必 是 贺 周 |w|=1 上 的 一 点 . 因为 
车 斌 是 |w| 过 1 内 的 一 点 , 则 站 !(w) 将 把 它 上 映 为 8 内 的 一 点 . 

同 理 , 函数 广 : Cw) 在 单位 圆 盘 内 一 致 连 续 ， 对 于 圆周 |w| =1 
上 的 任意 一 点 玉 , 极限 

lim 广 (o) (wl<D 
存在 且 有 穷 。 然 后 ,在 圆周 |w| 二 1 上 定义 
1 (W)=limf™ (w) (lw|<D). 


于 是 f7'(w) 在 |w! 二 1 上 连续 ， 且 当 W 是 圆周 lw|=1 上 的 一 点 
时 ，2Z 二 7"' (到 ) 是 个 上 的 一 点 ， 因 为 对 于 全 上 的 点 多 ， 对 应 的 点 
本 =f( 2 在 单位 贺 周 上 ， 反 之 ， 和 单位 圆周 上 的 点 斑 相对 应 的 
点 2 一 三 :( 歼 ) 在 关上 . 所 以 三 上 的 点 与 单位 圆周 上 的 虑 是 一 一 对 

下 面 的 定理 在 某 种 意义 下 ， 是 定理 2. 3 的 赣 定 理 . 它 在 共 形 
喘 射 的 实际 应 用 中 很 有 用 . 

定理 2.4 设 G 和 G* 是 给 定 的 两 个 单 连通 区 域 ， 且 G* 是 有 
界 的 如果 函数 = 7(z) 在 C 内 解析 , 在 5 上 连续 ,30* 一 /30) 
保持 通过 时 的 方向 的 双方 单 值 映 射 ， 则 f(z) 是 如 到 8* 的 单 叶 
映射 ， 


证 根据 定理 的 假 设 条 件 ， 只 须 证 明 f(z) 在 G 内 单 呈 便 够 . 
设 too 基 j(36)， 由 辐 角 原理 , f(z) 在 G 内 取 wo 为 值 的 个 数 等 于 


N (wo) = Asoarg {f (2) —wo). 


由 于 9G* 与 9G 是 双方 单 值 的 , 且 保 持 通 过 时 的 方向 , 从 而 有 
Asaarg{f (2) —wo} = Aso*arg{w — wo}, 

1, woEG*; 

0, wo EG*, 

即 f(z) 在 G 内 取 G* 中 的 每 一 个 值 恰 为 一 次 ， 亦 即 f(z) 在 G 内 是 

单 计 的 ， 


N (wo) -| 


$3 多 连通 区 域 的 映射 定理 


不 是 单 连 通 的 区 域 统称 为 多 连通 区 域 ， 同 心 圆 环 4= {z10 
<<12|<ryj 就 是 一 个 简单 的 多 连通 区 域 的 例子 . 因为 ,如 设 4 
是 单 连 通 区 域 , 则 由 Riemann 映 射 定理 ,存在 4 中 的 单 叶 解 析 函 数 
也 二 f(z) 将 4 共 形 映射 为 单位 贺 盘 |w|<1. 设 y 是 {lw| 过 内 内 的 
一 条 简单 闭 曲 线 , 由 于 zf-'(w) 在 |w| 二 1 内 是 单 叶 解析 的 , 厂 = 
f-'(y) 是 4 中 的 一 条 简单 闭 曲 线 ， 又 由 于 fF!(w) 在 |w| 过 1 内 不 


为 零 ， iy 也 是 解析 的 ， 由 于 在 4 内 户 (2) 关 0" 且 是 解析 的 ， 


1 
(TD)) 王 TQ07 是 解析 的 由 Cauchy 积分 定理 ， 


| po | 2 
得 到 的 矛盾 同时 说 明了 两 点 : | 
(1) 4 是 多 连通 区 域 ; 
(2) 多 连通 区 域内 不 存在 解析 函数 ， 它 能 单 叶 地 映 此 区 域 为 
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单位 圆 盘 ， 

由 于 多 过 通 区 域 的 映射 函数 比较 复杂 ， 这 里 我 们 只 讲 最 简单 
的 情形 . 

上 述 圆 环 域 4 的 边界 为 有 两 个 圆周 , 称 为 二 过 通 域 ， 一般, 粗 
略 说 来 ,如果 一 个 区 域 的 边界 由 % 个 连通 集 ( 或 孤立 点 ) 构 成 , 则 称 
该 区 域 为 % 连通 的 . 

3.1 单 叶 函数 类 S 为 了 给 下 面 作 准 备 , 这 里 先 讲 单位 圆 盘 . 
内 单 叶 解析 函数 的 几 个 基本 性 质 . 

设 D=1{lzj<1，A={lzl> 颁 ， 用 @ 表 示 忆 内 的 单 叶 解析 
函数 类 : 


jf(z) 一 z 十 gaz2 十 … (2zED); 
用 王 表示 A 内 的 单 时 函数 类 ; 
g(z)=z+bo+ bg! (EA). 
当 =0 时 , 记 作 gE. 
S 和 有 如 下 的 简单 关系 : 车 JES, 令 
9(z) =1/f(2-!) = 


则 9 之 , 且 79(2z) 天 0. 
若 gE3 及 deg(A), 令 


Tr (zEA). 
2 人 


: 1 儿 
Mtn Pr nh UE 
一 2 十 (《& 一 Do0)22 十 …， (zED), 
刚 fES. 
定理 3.1( 面 积 原理 ) 设 yeE3, 加 是 9g(A) 的 余 集 , 则 有 


的 面积 =( ! 一 于 nlto ) 


证 设 豆 (六 =CN\{9(2)312| 之 7 盖 卫 则 
8 S87 。 


万 的 面积 =lim {了 1(7) 的 面积 }. 


由 于 9E3, 当 之 1 时 ,g(rei9) 是 单 叶 解 析 的 , 将 1z| 三 7 映 为 简单 
闭 昌 线 二 圆周 z=recos0 二 ti7sing 可 展 为 8 的 Fourier 级 数 . 工 
是 光滑 的 ,二 围 成 的 区 域 设 为 各 则 由 Green 公式 ， 


we =| Udv, 
L 
人 


HH(r) 的 面积 = | awlv=| wir，0(r) =gCee')， 
.1 9 中 


HO?) 


又 设 Db, 一 0m 十 iB,, 
oa 
4 一 "cos0 十 Jr-n(aucoszb 十 B， sinn0), 
| 人 


0 一 "sin0 一 1r-"(ansinng 一 Bucosng)， 


0 


.人 妈 二 [reose— Dlar "Cancosn0 + Prsinnd) ‘gl. 


n=1 


五 (7) 的 面积 


= 全 [roos0+ 5 Dr Cancos nd + PnsinnO) | 
0 


n=0 


x [reos0— Slnr -Caneosnd + 0 sinng) |a 


T=1 


je 


人 ; =z|= p22 nm (a 十 B2) | x 


= |" Err "lb, 中 
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信人 一 1 便 得 到 定理 . 
由 于 万 的 面积 下 是 负数 ， 有 如 n15.1? 志 1 特别 有 1561| 志 1. 


。” 当 且 仅 当 9(z) 一 z 寸 加 0 十 Biz1x 时 , 151|==1. 


引 理 3, 1(Faber) 藻 yEB 及 wEeg(A), 则 
g*(2) =V9) w=2+ 直 (bow)a + (2EA) (3. 1) 
是 二 中 的 奇 函 数 ， 若 fES， 则 ~Vf(z? ) 是 人 中 的 奇 函 数 . 


证 侦 函 数 “ [9(2*) 一 wj 在 音 连 通 区 域 A 内 是 解析 的 , 且 不 
为 零 。 因 此 奇 函 数 . 


g*(2 一 zs-20g(22) 一 中 下 一 拒 1 十 (Bo 一 四 2 二 … 划 
= 十 二 (2 一 四)2-: 二 … 


在 1<1jzj<coe 内 是 解析 的 ， 在 cc 有 展 式 (3.1). 车 g* (za) = 
g*(z1), 则 9(z 引 二 q(x) 由 于 9(2) 是 单 时 的 ， 得 zs= 士 2 因 
为 9*( 一 21) 二 一 g*(z1) 尖 9*(z1), 天 za 二 一 Z 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 
g*(z) 在 A 内 是 单 叶 的 . 即 9*E3. 

同 理 可 得 易 一 结论 . 

引 理 3.2 设 9E3,B=C\{g(A)}, 则 

EC{lw—bol<2}. 

等 号 当 且 仅 当 避 是 长 度 为 4 的 区 间 时 成 立 . 

证 对 任 一 wE8, 将 |b1| 志 1 应 用 于 引 理 3.1 中 的 函数 


g*(z), 得 六 [bo 一 由 | 
如 果 等 号 成 立 , 则 必 有 
g*(2) 一 AI(22) —wW=2—e's/z. 
因此 
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g(2) = 2+ 6") +e yl: 
{9(z) 11z| = 二 是 线段 [w 一 4e*，w]=4. 由 于 (人 的 全 部 边界 
点 是 4, 且 cocg(A), 故 9g(A) =(CU{col)N4. : | 
定理 3 3(Bieberbach) ,车 1E5， 出 
-asj 委 2， jaa3]<l. 1 
当 且 仅 当 f(z)=z/(1 一 ez)? 时 , |as| =2. 若 JE8 是 奇 郧 数 则 
| csj 过 二 当 且 丸 当 1 a/ ree) lol 1 
证 函数 _ 中 
g(6)=1/f(67) = 一 0 (of a)e- + ED 
属于 三 ， 且 9(C) 和 0. 设 =C\{g(A)}, 则 0EB， 由 到 理 3.2， 
| es| 委 2， 由 定理 3. 1, |a8 一 as| 志 1 当 |as|=2 时 ， 由 引 理 3. 2， 
9( 拉 = 一 2e2 二 e2015， 从 而 f(z)=9/(1—et?z)?. 
若 fES 是 奇 国 数 , 则 @=0， lesj 委 1 车 |cs| = 1 则 由 定理 
3,1,9(6) 二 6 十 e /5; 得 到 f(z)=z/ (1 十 e'?22). 


定理 3. 3(Koebe)， 落 ES， 则 | wi<4 cf). 
证 任 取 yEf(D), 则 


= f(z) 2 十 
9 
yy .7 


=z+ (a tt ESA， 


9 


由 定理 3.2，|es|<2 及 | le 推出 | 一 a1< 


y Ga 十 


< 有 Iy 12>FF>. Bp wl<4 cfdD). 


4) 
函数 f(z)=z/(1~e'?z)*ES, f(~— ED) 


> 了 > 


这 说 明定 理 中 的 工 二 不 能 再 增 大 了 。 
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3.2 多 连通 区 域 的 共 形 映射 ”以 下 我 们 券 虑 将 多 连通 区 域 
共 形 映射 为 特殊 区 域 的 问题 ， 从 下 面 的 一 个 定理 可 以 看 出 ， 这 时 
与 单 连通 区 域 情况 有 本 质 的 区 别 . 
定理 3.4 要 想 有 一 个 把 园 环 "过 |z|<7, 映 为 加 环 p<15| 
过 ps 的 单 叶 解 析 函 数 5 一 f(z) 存在 ,其 充 要 条件 是 
pz2/Pi1=72/71. (3. 2) 


证 充分 性 ， 若 (3; 2) 成 立 ， 则 《= 包 z 就 是 符合 条件 的 单 叶 
解析 函数 . 人 
必要 性 ， 设 5= F(z) 是 所 述 的 映射 函数 ， 由 定理 2. 30， fo 
在 加 环 的 边界 上 是 过 红 的 双 和 7(a) 满 足 对 称 原 理 的 条 件 ， 它 
解析 延 拓 到 区 域 已 { <1z|<m 及 ma<1z|< 生 内 去 . 这 两 个 区 域 
分 别 是 关于 图 周 ]5| 一 和 |z|j=rs 与 圆 环 +; 二 |z|<rs 对 称 的 . 


函数 f(z) (连同 它 尼 的 延 折 ) 将 四 环 开 <1z| < 全 映 为 轩 环 二 <|z| 

一. 对 ， 无 限 继续 实行 这 样 的 延 拓 ， 最 后 得 到 : f(z) 将 区 域 0< 

1z| 过 co 映 为 区 吉 0<15|<co,f(z) 是 其 内 单 叶 解 析 函 数 , 且 
limf(z)=0( 或 eo), limf(z) 一 co( 或 0)， 


补充 定义 了 (0) =0， f(z) 成 为 单 叶 整 函 数 , 故 
， f(z) 一 02， 
其 中 a 是 一 个 复 常数 。 因 紫 必 有 (3.2) 成 立 ， 如 果 是 括号 内 的 情 
况 ,再 考虑 1/f(z) 即 可 . 
多 连通 区 域 能 共 形 映 为 一 些 特 殊 区 域 ， 其 中 最 简单 的 特殊 区 
域 是 具有 平行 割 线 线段 的 平面 .现在 我 们 先 证 明 两 个 引 理 ， 


@ 将 定理 2.3 的 证 明 方 法 施用 于 局 部 ， 可 得 在 边界 上 f(2) 为 连续 的 双 射 ， 
ea G1 « 


- 引 理 3.3 设 4 为 一 实数 ,区域 1|z|> 尺 中 单 叶 解析 函数 了 (2) 
=z 十 亿 十 … 使 得 Re {e-'*a) 为 最 大 者 是 包 = 矿 (z) 映 1z| 汪 为 具 
有 割 线 的 风 平 面 , 割 线 与 实 轴 所 成 的 角 是 9, 并 且 只 有 这 种 函数 才 
取 到 极 值 , 极 值 等 于 Rele a} 二 RB. 

证 函数 
1 = ar [LRA 
"(Re)=6+ REt €Z, 


， 当 且 仅 当 
F(z)=z+ Re'*/z 
时 ,|| 二 于 是 Refe-"ig} 志 如 ， 当 且 仅 当 
F(z2)=—%+t Rie?®i/z 
时 取 等 号 ， 这 个 函数 映 区 域 1z| 汪 > 为 具有 崎 线 的 平面 , 割 线 与 实 
轴 成 6 的 倾斜 角 . 
引 理 3.4 若 函 数 := P20) =z .在 区 域 |z| 之 RE 
内 是 单 叶 解析 的 , 则 有 
1P(z) 一 co|j 委 21z|. (3. 3) 
并 且 |1z|> 刁 关于 上 = PR(z) 的 像 的 边界 点 全 在 园 |£ 一 ao| 志 2R 中 . 
证 若 |zo| 盖 五 , 则 ， 
E=F1(2) = F(a07) ee E53. 


| 


由 面积 


设 z=F.(1), 则 | 
A ES。 


由 Bieberbach 定理 ， 有 


一 和 | 去 2. 
Zo 


县 
| 有 (zo) 一 ag| 委 21zo|， 

由 于 zoE{z11z| 守 是 任意 的 , 故 得 到 (3.3)， 当 |z|>R 时 ,就 得 . 
到 结论 的 后 一 部 分 . 

定理 3,5(Possel) zz 平面 上 的 任何 区 域 G 都 可 共 形 .映射 为 
< 平面 内 的 域 9', 使得: G' 含有 上 = co, 且 G' 的 余 集中 的 任何 连 
续 点 集 是 与 实 轴 成 定 角 9 的 直线 段 ， 设 G 中 的 点 =a 对 应 于 < 
二 coo， 则 当 a 关 o0 时 ,映射 函数 在 > = a 的 邻 域内 有 展 式 


ta (2—0) + (3. 4) 
当 a= co 时 , 则 在 =oo 的 邻 域内 有 展 式 
z 十 生 二 ee (3.5) 


证 只 要 对 4=oo 证 明定 理 便 够 。 如 果 o 是 一 个 有 限 复数 ， 
预先 作 映 射 *= 一 ,将 G 变 为 G*， 这 时 0* 便 含有 2*= oo 了. 
首先 , 若 G 是 单 连通 区 域 , 当 G 一 C 或 CU {oo} 时 ,定理 显然 成 
立 ， 当 3G 至 少 有 两 点 时 ,由 Riemann 映射 定理 , 它 可 共 形 映射 为 
具有 割 线 一 一 割 线 与 实 轴 成 ! 角 一 的 《1 平面 ， 并 可 使 :一 2 对 
应 于 =co， 映射 函数 61 一 61( 力 在 + 二 oo 的 邻 域内 有 有 展 式 


ai5 十 oo 十 旦 十 … a_ 天 0， 


函数 5 二 [51(z) 一 0j/9-1 就 适合 定理 的 要 求 ， 
对 天 一 般 情 形 , 设 函 数 
一 %1 es. 
f(z) 二 2 十 2 十 
将 G 闪 形 上 映射 为 含有 co 的 区 域 , z= co 对 应 于 上 =co， 记 这 种 函数 


的 全 体 为 PF， 函数 f(z) =z 是 属于 安 的 ， 故 安 非 空 。 现在 考虑 如 : 
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玉 的 航 值 问题 :在 灾 中 求 一 1(z) ,使 得 Re{e ”al 为 最 大 . 
首先 证 明 寡 中 存在 1(z) 使 Refe-*"a;} 为 最 大 . 设 9GC {zl 
1z1 过 有 ， 则 家 中 的 一 切 函 数 在 1z|> 玉 中 是 单 叶 解析 的 ， 由 引 理 
.3.3，Re{e-?*?ig} 委 形 ， 即 对 于 丈 中 的 f(z)，Re{e "igl} 是 一 我 
有 界 的 ， 设 4 是 Rete-2iaj 的 上 确 界 ， 则 实 中 存在 函数 序列 


tc =z 二 二 二 -使得 


limRefe 2 ‘Qn} = A 


再 由 引 理 3. 4, 对 任 一 f(z)EF， 在 |z| 之 有 内 有 |f(2) /21<2 可 
从 疯 数 序列 {f(z)/z} 中 选 出 子 序列 {f(z) /分 在 121>> 玉 中 内 闭 
一 致 收敛 于 解析 函数 
PD) et... 
且 
及 efe-24ia9) = 4, 

由 引 理 3. 4, 在 圆周 |z|=R'>>BR 上 ，|f,(z) | 二 28'， 由 于 f, (2) 
在 G 中 是 解析 的 ， 此 不 等 式 在 GN (|z|<R) 中 成 立 , 根据 
Montel 原理 ， 存 在 {f,(z)} 的 子 序 列 ， 仍 记 为 {fn,(z)}, 在 Gn 
(|z| 过 RB') 中 内 闭 一 致 收 鳅 ， 于 是 {f,,(z)} 在 Go 中 内 闭 一 致 收敛 
于 解析 函数 fo(z)， 由 Hurwitz 定理 ，fo(z) 在 Go 中 是 单 叶 的 . 
folz) 在 G 中 也 单 叶 ， 因此 访 (z)E 丈 . 

现在 证 明 极 值 函数 fo(z) 就 是 定理 中 所 述 的 映射 函数 ， 事 实 
上 , 设 5=fo(z) 将 区 域 G 映 为 0', 在 不 属于 G' 的 违 续 点 集中 中 , 至 
少 有 一 连续 点 集 ， 不 是 与 实 轴 成 6 角 的 割 线 ， 则 在 平面 内 除去 
这 样 一 个 连续 点 集 , 得 一 区 域 G,, Gi 含有 上 = co 于 是 G 是 单 连 
通 区 域 ， 函 数 w==w(5) 将 G4 共 形 映射 为 除 一 割 线 的 ww 平面 , 割 线 

Q@ 由 引 理 3.3, 不 属于 G' 的 连续 点 集 在 线段 [一 28ei?,2Re'] 中 ， 
ss 94，. 


与 实 轴 成 6 角 ， 了 映射 函数 在 2= co 的 邻 内 有 展 式 
= + 


由 Riemann 映射 定理 ,Gi 可 共 灌 喘 射 为 中 >， 使 得 映射 
函数 的 反 函 数 为 E(t) =t 十 Po 十 学 十 …， 函 数 


w=w(E (8) =t tat... 


将 上 1>>B' 共 形 映射 为 具有 与 实 轴 成 9 角 的 割 线 之 多 平面 ,而 
函数 
C=6(0)—yo=tt 旦 +… 


将 1 > 尽 ' 共 形 映射 所 得 的 区 域 不 同 于 上 述 的 区 域 ， 于 是 由 引 理 
3. 3 得 到 
Refe yp)} <Refe-*i(pi+r1)), 
即 
Re{e-*'8}>0. 
现在 考察 w 一 w(fo(z)) 的 性 质 . 它 将 G 共 形 映射 为 含有 w=o% 
的 区 域 , 在 z= 二 oo 的 邻 域内 有 展 式 


一 十 只 十 


因此 w(fo(z))EF, 且 

Re{e-**' (a +pB1)} =Re{e-"ap} +Re{e-*81}>A4. 
这 是 不 可 能 的 ， 因 此 f(z) 满 足 定理 的 所 有 要 求 . 

系 3.1 (Hilbert) z 平 面 上 的 % 连通 区 域 必 可 共 形 映射 为 具 
有 根 割 线 直 线 线段 的 5 平面 ， 这 根 割 线 与 实 轴 成 9 角 ， 并 且 . 
有 展 式 (3. 人 4) 或 (3. 5). 

7 连通 区 域 可 共 形 映射 为 带 割 线 的 区 域 已 如 上 证 明 ， 制 线 的 
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条 数 也 必 为 0 因为 如 车 不 然 ， 这 丙 个 区 域 在 Riemann 球面 上 不 
后 豚 ,更 不 能 相互 共 形 映射 . 
关于 多 连通 区 域 的 边界 对 应 和 其 它 的 特殊 区 域 的 映射 问题 ， 
请 读者 参阅 有 有关 专 著 . 
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第 五 章 ”解析 开拓 及 Riemann 
曲面 初步 


18 世纪 末 , 数学 家 已 注意 到 应 用 升级 数 来 研究 特殊 的 解析 
苑 数 ， 他 们 还 借助 于 函数 的 寡 级 数 表示 式 来 证 明基 些 常 微分 方程 
解 的 存在 性 ,而 Weierstrass 则 首先 应 用 这 一 方法 来 定义 一 般 的 解 : 


析 函 数 ， 即 一 个 震级 数 qu(z 一 oj* 在 其 收敛 贺 盘 内 代表 一 个 解 


析 函 数 , 而 在 收敛 圆周 上 至 少 有 一 个 奇 点 。，Weierstrass 认识 到 这 
样 定义 的 解析 函数 有 其 不 足 之 处 ， 即 函数 的 解析 区 域 (收敛 圆 描 》 
由 景 接近 圆心 的 奇 点 所 决定 ， 于 是 他 提出 一 个 开拓 的 方法 以 扩大 
解析 函数 原先 的 定义 区 域 ， 通 过 开拓 过 程 和 拼合 所 得 到 的 局 部 定 
义 的 解析 函数 ， 构 成 在 更 大 范围 内 定义 的 解析 函数 .这 样 得 到 的 
函数 可 能 是 单 值 的 ,也 可 能 是 多 值 的 。 对 于 后 一 种 情况 , Riemann 
构想 出 一 个 新 的 定义 区 域 ， 使 得 多 值 杖 数 在 它 上 面 是 单 值 的 ， 这 
成 是 由 有 限 或 可 数 无 限 多 的 “ 叶 ” 所 组 成 ， 这 些 时 都 是 复 平面 上 的 
域 ,把 它们 沿 着 某 旦 边线 切 开 , 并且 不 同时 的 切口 按 一 定 的 方式 粘 
合 在 一 起 ， 这 就 产生 在 局 部 有 平面 结构 的 流 形 ， 如 何 切 开 和 粘 合 
有 束 于 所 给 的 阔 数 ， 这 些 “ 叶 +” 对 应 于 函数 由 解析 开拓 得 到 的 不 - 
同 分 支 ， 本 章 我 们 将 讲述 解析 开拓 和 抽象 Riemann 曲面 的 概念 ， 
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$1 解析 开拓 


1.1 Schwarz 对 称 原理 > . SE 

解析 开拓 的 问题 是 ， 给 定 域 G 内 一 解析 函数 了 (z) 以 及 包含 4 
的 另 一 区 域 G1, 问 是 否 存在 Gt 内 的 解析 函数 叉 (2)， 使 得 在 G 内 
F(z) =f(z)? 由 解析 函数 的 唯一 性 定理 知 ， 如 果 这 样 的 函数 存 
在 ， 则 它 是 唯一 的 解析 函数 的 开拓 能 根据 不 同 的 函数 而 有 不 同 
的 方法 ,如 用 Schwarz 对 称 原 理 进 行 开拓 ， 用 震级 数 进行 开拓 等 . 
本 段 我 们 将 讲述 Schwarz 对 称 原 理 . 

设 G 是 一 区 域 且 对 于 实 轴 尺 是 对 称 的 ， 由 于 G 是 连通 的 , 因 
此 它 与 R 之 交 至 少 包含 一 个 开 区 间 , 今 设 了 (z) 在 G 内 解析 并 在 上 
述 及 的 开 区 闻 内 取 实 值 , 则 由 于 f(2) 一 元 本 是 解析 的 ， 在 所 论 区 
间 上 取 为 零 值 , 因此 必须 在 G 内 恒 为 零 ， 即 在 G 内 有 f(z) = 
大 本， 这 就 是 说 ，f(z) 在 对 称 点 和 允 的 值 相互 共 罗 。 这 是 一 个 
重要 的 事实 ， 这 里 我 们 是 假设 了 f(z) 在 整个 G 内 是 解析 的 ,而 上 
述 事 实 能 被 用 来 把 只 定义 于 DN {z:Imz 之 0} 上 的 函数 开拓 到 整个 
G 内 ， 我 们 有 : 

定理 1. 1(Schwarz 对 称 原理 ) 设 域 4 位 于 实 轴 民 的 同一 
便 , 其 边界 包含 R 上 的 一 区 间 7( 不 包含 两 端点 )， 设 f(z) 在 G 内 
解析 在 GU7 上 连续 , 并 在 1 上 取 实 数值 , 则 存在 一 函数 R(z)， 它 
在 GUG*UI 内 解析 ,在 G 内 (z) = 了 (z), 其 中 G+* 是 G 关 于 实 轴 
对 称 的 域 ， 并 且 8(3) =F(z). 

证 明 见 余 家 荣 编 复 变 函 数 >, 第 一 版 ,第 7 童 ， 

1.2 ”等级 数 的 解析 开拓 

设备 级 数 


P(z)= So 一 on oaEC 
n=0 


dil i iets Borodin did ie ine. eerie ine a 


有 共有 正 的 收敛 半径 7 一”*(@)>0， 此 时 P(z) 在 圆 盘 D(a， 7)= {2z: 
1 一 中 < 中 内 表示 一 全 纯 函 数 ， 也 一 D(o, 7) 称 为 收敛 罗盘 ， 并 称 
(P(z)， 契 为 (正则 ) 函 数 元 素 . 一 般 地 , 没 G 为 一 区 域 ，F(2) 为 
内 全 纯 务 数 ， 则 称 (f, G) 为 一 函数 元 素 . 
今 车 mED(a,7) ==D,P(z) 在 a 点 附近 的 宕 级 数 展 式 为 
Pi() = De (ea)", 


n=0 


它 的 收敛 圆 盘 为 Der) 三 {2312 一 < 二 Di， 则 = 二 ma) 
2r(o) 一 le 一 al 车 >>r(q) 一 1 一 at|， 则 D1 有 一 部 分 在 DD 之 
外 , P(z) 可 以 过 ai 的 半径 方向 上 解析 开拓 到 D(a,7) 外 ， 新 的 级 
数 在 六 = Das) 中 定义 了 一 个 解析 阔 数 ， 我 们 称 (P,, D1) 是 (P， 
D) 的 直接 解析 开拓 ,或 (P1, Di) 从 (P, 万 经 直接 解析 开拓 得 到 ， 一 
般 地 , 若 (P,D) 和 (P,，D)) 为 两 个 函数 元 素 , DP 和 7 为 某 两 个 区 域 ， 
如 DNDi 了 多, 且 当 zEDNDi 时 ,有 P(z) 二 Pi1(z)， 则 称 它们 互 为 
为 nr 个 函数 元 素 ,如 果 (P,+1,D,+1) 是 (P,,D,) 的 直接 解析 开拓 ， 我 
们 称 (Pm, Dn) 是 (Pi1, Dj) 的 解析 开拓 ， 但 须 指出 , 一 般 地 不 能 得 出 
Pi1(z)，…，Pa(z) 在 DiU DsU…UDa 中 定义 了 一 个 单 值 解析 函 
数 ， 因 为 在 开拓 过 程 中 一 些 不 相 邻 的 函数 元 素 的 定义 域 可 能 相 
交 , 在 交集 中 同一 点 处 , 相应 的 不 同 函数 元 素 之 值 可 能 不 相同 . 

下 面 我 们 考虑 函数 元 素 沿 一 路 径 的 解析 开拓 ， 路径 % 是 指定 
向 线段 T=[0，1] 到 C 的 连续 映射 a(t)， 并 记 为 «= (a(t), DD. 
a(0) 二 a 和 a(1) =5 分 别称 为 4 的 始点 和 终点 . 

定义 11 设 a=(a(t)， 站 是 过 接 a 和 5 的 路 径 ， 又 设 对 于 
每 一 个 1E1, 有 一 函数 元 素 (f,,D,). 车 对 于 任 一 t0€1, 总 存在 56> 
0, 使 得 当 |1 一 40| 之 6 时 ,a(t)ED,. 并 且 (f4, D,) 是 (fs; D140) 的 交 
接 解析 开拓 ， 则 称 (f1, Di) 是 (fo，D,) 沿 路 径 % 的 解析 和 开拓， 或 称 
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《fi, Di) 由 (fo,Do) 沿 a 解析 开拓 而 得 到 ， 

在 一 般 区 域 G 中 定义 的 解析 函数 也 构成 一 函数 元 素 , 记 作 (f， 
G)， 我 们 还 可 用 下 面 的 方式 来 叙述 函数 元 素 沿 一 路 径 的 解析 开 
拓 ， 为 此 先 定义 解析 国 数 的 蓉 的 概念 . 

定义 1.2 设 (f, 0) 为 一 函数 元 素 ， 了 在 sEG 的 芽 定 义 为 所 
有 这 样 的 函数 元 素 (9, D) 的 集合 , 即 其 中 每 个 阔 数 元 素 (g, D) 满 足 
aEG， 并 且 在 a 的 某 个 邻 域内 gCz) 二 f(z)，f 在 a 点 的 芽 用 [fj。 

注意 ， 芋 是 函数 元 素 的 集合 ， 此 外 讨论 两 个 芭 相 等 [fj。= 
[9js, 即 要 求 a==5, 并 在 a 点 的 某 个 邻 域内 f(z) 二 g(z). 

于 是 函数 元 素 沿路 径 解析 开拓 能 氢 述 如 下 : 设 &= (a(t), 站 
是 连接 a 和 的 路 径 ， 对 于 每 一 4ET 有 一 函数 元 素 (f,(，D,) ,使 
得 q(t)ED,; 又 对 每 一 在 7， 存 在 0>0, 使 当 |s 一 1 ;<6 时 ,a(s)E 
D, 且 [fo] ,=[f]。s， 则 称 [Cf1], 是 [fo]。 的 解析 开拓 、 


Weierstrass 考察 了 由 一 个 函数 元 素 通过 解析 开拓 得 到 的 所 
有 函数 元 素 的 集合 ， 并 在 下 述 定义 中 引入 完全 解 析 函 数 的 概 
念 . 四 


定义 1.3 由 一 给 定 函 数 元 索 解 析 开拓 得 到 的 全 部 函数 元 素 


人 


车 (P,D)E4, 其 中 P(z) = > ar(z 一 0 ， 则 oo 二 PCa) 称 为 


4 在 a 点 的 值 ， 一般 地 , 对 于 z 二 a， 可 能 有 多 个 4 的 元 素 的 定义 
域 包 含 它 , 这 些 元 素 在 a 点 的 值 可 能 不 相同 ， 因 而 4 在 z 二 a 可 能 
对 应 单个 值 ， 也 可 能 对 应 多 个 值 ，4 的 定义 域 是 其 所 有 函数 元 素 

; 芹 定 义 域 以 下 述 方式 联合 而 成 ， 设 (P,D) 和 (8@, PD)E4, 且 PND 
天 如果 zxEDMnD 时,P(z) 二 Q(z), 则 将 D 人 Dl， 以 及 DD 和 DD 
-。 JO0 。 


的 其 余部 分 联合 起 来 看 成 同一 个 区 域 ;如 果 zED 几 Di 时 ，P(z) 关 
Q(z)， 则 把 DN Di 看 作 分 别 在 D 和 Di 的 不 同 区 域 ， 对 于 确定 4 
的 所 有 函数 元 素 的 定义 域 像 上 面 那 样 联合 起 来 ， 如 果 4 是 单 值 函 
数 ， 则 联合 所 得 仍 为 一 区 域 ; 如 果 4 是 多 值 的 , 则 得 到 一 个 推广 的 
区 域 ， 它 称 为 4 的 Riemann 曲面 ，4 的 定义 域 亦 称 为 它 的 存在 
域 ,其 边界 称 为 自然 边界 , 自然 边界 的 点 (孤立 的 或 非 孤立 的 ) 称 为 


4 的 琳 点 ， 
例 对 数 函 数 w=Lnz 的 Riemann 曲面， 我 们 能 够 如 下 地 
分 出 对 数 函 数 的 单 值 解 析 分 支 
wz)=1n|z|++iargz, 
它 的 定义 域 为 
G, = jz rargz< A |. 1 一 0, 士 1 …. 
由 于 在 


GN Grri = 全 <argz< 芝 | 


内 ws(z) = 二 wari(z)， 因 此 如 果 把 函数 元 素 (ww,,G;) 排 列 如 下 : 
v0, (Wn Gr) (W-1, G1), 
(oo G0), (op G3), es (Dn, Gn) seo, 
则 其 中 每 个 函数 元 素 是 它 相 邻 元 素 的 直接 解析 开拓 ， 若 把 G, 和 
Guri 的 公 共 部 分 粘 合 起 来 就 得 到 一 个 曲面 ， 看 上 去 好 象 朝 两 个 
方向 都 是 无 穷 长 的 螺旋 形 阶 梯 面 . 它 就 是 w= 二 Lnz 的 Riemann 曲 
面 ,0 和 co 为 其 自然 边界 ， 


$2 单 值 性 定理 
设 « 和 有 为 连接 a 和 5 的 两 条 路 径 , 问 治 着 a 和 的 解析 开 


“TDT， 


拓 ， 如 果 具 有 公共 的 起 始 攻 是 否 达到 同一 的 终端 天 本 节 讲 述 的 
单 值 性 定理 将 回答 这 个 问题 . 对 于 a= 是 同一 路 径 的 特殊 情形 ， 
我 们 有 下 述 定理 ， 它 说 明 函 数 元 素 沿 一 路 径 解析 开拓 而 得 的 元 隶 
是 唯一 的 . 

.定理 2.1 设 a=(a(i), 了) 是 连接 a 和 5 的 路 径 , {(f,, (G,): 
和 {(91,G14)} 是 沿 a 的 两 个 解析 开拓 ， 如 果 [foJ],=[go],， 则 有 
[Lf1j,=L91j,: 

证 令 召 是 了 的 子 集 ,使 得 当 1EB 时 有 [foc =[9,joowy， 下 
面 证 明 刀 =I， 首 先 , 由 于 0E8, 因此 万 是 非 空 的 。 其 次 , 设 iE， 
由 a(t) 的 连续 性 和 函数 元 素 沿路 径 的 解析 开拓 的 定义 ， 总 存在 
6>0, 使 得 当 |s 一 上 <6 时 ，c(s)EG,nG, 中 包含 a(t) 的 连通 分 
支 纪 并 且 

[Jo =[Lf, acsy 和 Lg9s Jacs) 一 [9 oo， (2. 1) 
由 于 iEB, 因 此 在 a(t) 点 的 菜 个 邻 域 , 从 而 在 @ 中 f(z) ==g,(z). 
因此 [fijas =[9sJocw， 再 由 (2. 1) 便 有 当 |s 一 机 <6 时 ，[ 记 ]scw 
=-[go]o。 于 是 (t 一 6, 6)CB， 这 就 表明 在 了 中 是 开 的 .下 
面 证 明 恕 也 是 闭 的 . 设 1 是 加 的 极限 点 , 则 对 任意 6>0 总 存在 sE 
万, 使 得 1s 一 t | 过 6， 特 别 地 设 6 如 上 选取 , 于 是 有 wu(s)cGCnDen 
Di= G, 此 即 G 为 非 空 开 集 . 我 们 仍 以 G 表 示 包 含 a(s) 的 G 的 连通 
分 支 , 则 由 于 sE8, 故 当 zEG 时 f, (z) =g, (z). 但 由 (2. 1) 知 , 当 zEG 
时 f(z) = 二 f(z) 和 g。(z) =g, (z). 因 此， 当 zEG 了 时 六 (z) =g; (2). 
因 CG 在 6 中 有 极限 点 ,从 而 [fe 二 [9,” 5, 即 EB. 

综 上 所 述 便 得 马 是 连通 空间 工 上 非 空 的 既 开 又 闲 的 子 集 ， 根 
据 $ 3 中 所 述 的 关于 连通 空间 的 性 质 , 便 得 == 了. 

为 了 证 明 单 值 性 定理 , 我们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.1 设 a=(a(t), 了) 是 一 路 径 , {(f,，G,)} 是 沿 % 的 解 
析 开 拓 ， 对 于 1E1, 令 7(t) 是 f, 在 z=a(t) 附 近 的 因 级 数 展 式 的 
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落伍 半径 ,出 或 者 MK 区 三 co, 或 者 "(t) 是 上 的 连续 函数 . 

: 证 ”如 果 对 基 个 iEI 有 7?(t)=co， 则 f 能 开拓 为 全 平面 的 
解析 函数 , 因 比 对 任意 的 sS7, 当 zEGs 时 , f(t) 二 f(t)， 获 亦 有 
7(s) 一 co， 今 设 对 所 有 17 7(t)<co， 对 于 固定 前 iE1, 记 += 
a(t)， 令 DCr,，7(t))=={z:|z 一 q(t)| 过 mr(t)}, 则 所 能 开拓 为 
GUD(T,7(t)) 内 的 解析 函数 . 现 取 0>0, 使 得 当 |s 一 直 <0 时 ， 
4 二 a(s)EGNDCT,7(t)) 及 [太一 [fo 由 于 在 /点 的 一 
个 邻 域 内 了, 和 了 相等 ,因此 记 可 以 开拓 为 CeUP(mrGt)) 内 的 
解析 孙 数 .于 是 有 7(s) 守 7(t) 一 |r 一 k|, 即 有 

7(s)—7(t)< la(s) —a(t)l. 
交换 t 和 8 的 位 置 , 可 得 
7(t)—r(s)<|a(s)—al(t)|. 
结合 上 述 两 式 , 即 有 当 |s 一 过 6 时 ， 
IrCt)—7(s) [ela(t)—a(s) |, 
由 于 a(t) 是 连续 的 , 故 "(t) 是 连续 的 . 

引 理 2.2 设 c=(x(f)， 刀 是 连接 a 和》 的 一 路 径 ，{( 户 ， 
G4,)) 为 沿 的 解析 开拓 6, 则 存在 一 数 e 汪 0, 使 得 任 一 条 连接 a。 和 8 
的 路 径 6= (6(b)， 了) 且 满足 la(t) 一 8(4)|<e,iEI， 和 沿 的 解 
析 开 拓 {(g;, G1 )} 且 满足 [goj。==[foj。 者 , 必 有 [91], 二 [Cf 

证 设 r() 是 Ff 在 a(t) 附 近 畴 级 数 展 式 的 收敛 半径 ， 并 设 
对 所 有 tE1,7(t) 二 0, 在 相反 的 情形 , 容易 指出 ;对 任意 的 e 二 0， 
引 理 结论 成 立 ， 此 外 由 荀 和 立 数 元 素 沿 路 径 解 析 开 拓 的 定义 ， 
可 设 G, 是 fi 在 a(t) 点 客 级 数 展 式 的 收敛 圆 ， 今 由 引 理 2,1 得 
7r(t) 是 闲 区 间 了 上 的 连续 正 什 秀 数 . 因此 我 们 能 取 *, 使 得 


0<<e= min {r(t)}. 


今 设 18(7) 一 a(t)l<<e<r(t), 且 9(t), B(t)} 为 引 理 条 件 
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中 所 述 , 故 对 所 有 经 和 AtDSGDGI 下 面 证 明 对 所 有 4E7, 当 2E 
GinG: 时 9:(2) 一 加 (2)， 特 别 地 ， 当 上 = 时 ， 邑 为 所 要 的 结论 ， 
为 此 令 召 = {tEI， 使 得 xEQG,NG 时 ，f(z)=94(3)}， 并 证 明 
五 三 了。 
首先 由 引 理 条 件 知 0&B, 即 如 是 非 空 的 ; 其 次 证 明 召 是 开 的 ， 
今 对 固定 的 tE1, 选取 9>0, 使 得 当 |1s 一 上 [<6 时 ,有 
|e(s) 一 at)<eEfoo=[foe } 
|B(s)— BCE)! <e, Loojs =L9, ps) (2. 2) 
6(s)EG NG, . 
我 们 先 指出 , 对 于 1s 一 | 一 6,，h(s})EG= Gs 站 GiN Gs, 由 G,， 事 实 
上 ,由 (2.2) 有 6(s)EGI 门 Gs ;又 因为 1s 一 丰 <6 时 ,16(s) 一 as)| 
ce<<r(s), 即 B(s)EG,; 再 由 上 的 选取 
[BC(s)—a(t)|EIB Cs) — Bt)| + iat)— Bp) 
<2e<r(t), 
此 即 表示 hb(s)EG,， 因 此 B(s)EG, 即 G 是 非 空 开 集 . 
由 于 iE8B, 故 当 zEG 时 , f(x) 二 9,(z)， 又 根据 (2. 2) 当 zEG 
时 ， 有 f(z) 二 f(z) 和 gs(z)=941(z). 于 是 zEG 时 有 f(z) = 
9:(z)， 由 于 G 在 G4 间 G6。 内 有 极限 点 ， 因 此 上 式 在 Gs, 门 G, 上 成 
立 ， 因 此 sEB. 即 有 (t 一 6，t 十 6)CB， 困 此 也 是 开 的 ， 类 似 地 
可 证 明 允 是 闭 的 ， 最 后 像 引 理 2. 1 一 样 演 证 ， 即 可 完成 引 理 2.2 
的 证 明 . 
现在 我 们 来 证 明 下 述 单 值 性 定理 ， . 
定理 2.2 设 ( 户 站 为 一 函数 元 素 , G 是 包含 吃 的 一 区 域 ， 并 
且 对 于 G 内 任 一 厅 始 点 在 的 路 径 , (fj, D) 总 能 沿 著 它 解 析 开 拓 . 
又 设 aED，5bEG, a 和 是 连接 a 和 2 的 关于 G 是 同 伦 的 路 径 0， 


@ 同 伦 概念 在 第 一 章 中 已 引进 了 。 
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{(f,G2D} 和 {95,G4 站 为 (f,D) 滞 a 和 的 解析 开拓 , 则 有 
[Lfrd,={gr],. 
证 由 假设 ,= 局 (th 8 和 8= (BCt7D 为 加 伦 路 径 ， 即 存 
在 连续 上 映射 mp 疆 ,3) :fxI>G, 并 满足 
p(t,0)=a(t), g(t, DD=AM(t, tel 
和 
9p (0,2)=8(0) =B(0), p10 =a(l) =B(1), wer. 
对 固定 的 wE1, 我 们 考虑 连接 和 2 的 路 径 as= (g(t),1)， 其 中 
salt) 二 h(t,w)， 由 假设 (f,D 沿 oo 存 礁 解析 开拓 {hs, D4)}， 
iE1， 畦 别 地 {(h 和 ,0o，Dy 0) 和 {Cf .G,)} 是 沿 着 4 的 两 个 解析 开 
拓 , 且 具有 公共 的 起 始 革 。 因 此 由 定理 2.1 知 [加 oj, 二 [f1J, 同 
样 地， 我 们 有 [加 ,1j, 二 Lg， 万 此 ， 我 们 只 须 证 明 Eh1, 0, = 
Lh, 1,. 
令 U= {wE€1， 使 得 [有 ,wj, 二 [如 6],}， 下 面 证 明 V=1. 首 
先 ,0ED, 即 口 是 非 空 的 ;其 次 , 我 们 来 证 明 品 是 开 的 ， 为 此 ， 我 们 
只 须 证 明 对 于 wsE7， 存 在 6>~0， 合 得当 |4 一 ?1 过 6 时 ，[71,wj, 二 
[Lo 事实 上 ,对 固定 的 wE1, 应 用 引 理 2. 2, 可 找到 e 汪 0, 使 得 
对 任意 连接 4 和 5 的 路 径 ?= (y(t)， 了 ) 且 满足 [oe(z) 一 p(t)| < 
etE7 和 (f,D) 沿 ?的 解析 开拓 {(k,B:)}, 有 
Chi, ul, = Ch, (2.3) 
现在 p(t, 是 IxI 上 的 连续 函数 , 故 存 在 6>0, 使 得 当 jw 一 
二 6 时 ,对 所 有 tE1 满足 
lat)—a(t)|= 19 (i, W—9(t,0) |<e, 
由 (2. 3) 便 得 到 , 如果 wEU, 6 如 上 选取 的 数 , 则 (wu 一 6， ut6) CU. 让 
即 忆 是 开 的 ， 最 后 证 明志 也 是 闭 的 ， 今 设 % 是 也 的 极限 点 ，5 是 
如 上 确定 的 数 , 则 总 存在 vEU, 使 得 |u--v|<6. 出 上 面 同样 的 汶 
证 可 得 [和 ,oj 二 [Lh wj, 但 因 2EV， 故 有 [hovj, 二 [如 , oj,， 因 此 
。 TB5 。 


[2 sj=[h, oO ， 即 wEV， 故 忌 是 闲 的 ， 综 上 所 得 了 是 连通 空间 
Z 的 非 空 的 既 开 又 闭 的 子 集 , 因此 也 = 工 

' 系 2.1 设 (f, DD) 为 一 函数 元 素 ，G 为 包 合 品 的 一 个 单 连通 
区 域 ，(f, 旋 能 沿 着 4 内 任 一 路 径 解 析 开 拓 ， 则 将 在 一 解析 函数 
卫 ;G->C, 使 得 对 于 DD 内 所 有 的 z, F(z) =f(z). 

证 在 内 固定 一 点 a, 设 sz 为 G 内 任 一 点 ,如果 a 是 G 内 
连接 a 和 z 的 路 径 , {(f,,G,)}, 1EI 是 (f,D) 沿 a 的 解析 开拓 ， 则 
令 F.(z) 二 人 1(z)， 由 于 G 是 单 过 通 的 ， 所 以 对 于 G 内 连接 a 和 z 
的 任意 两 条 路 径 < 和 有 关于 G 是 同 伦 的 @， 于是, 由 定理 2.2 知 ， 
如 果 {(94, Gs ):tEN 是 (f,DD) 沿 忆 的 解析 开拓 , 且 Fs(z) 二 91(z)， 
则 有 [J],==[591j,。 特别 地 了 。(z) 二 Fy(z)。 因此 玉 (z) 一 Fe(z) 定 
义 一 个 函数 也:G~>C， 并 可 以 指出 在 z 点 的 某 个 邻 域内 (6) = 
有 (5), 所 以 了 F(z) 是 一 解析 后 数 ， 


$3 Riemamn 曲面 的 概念 . 
3.1 二 维 流 形 
在 复 变 函数 论 的 基本 课程 中 , 人 们 不 仅 引进 开 的 复数 平面 C， 
还 考虑 包含 co 点 的 扩充 平面 G=CU{col. C 和 CG 是 拓扑 空间 


的 最 简单 的 例 。 如 所 周知 ， 在 中 一 个 点 集 G 称 为 是 开 的 , 如 果 
它 的 任 一 点 o 天 co, G 包含 一 个 贺 征 D(a) = {2:1z 一 a| <7} (7> 
0) 的 点 ;如 一 co, 则 9 包含 圆 首 D(o7) 的 外 部 ， 印 C\DCa 7 
= {z:0<r<13| 窒 co}， 这 些 开 集 的 任意 多 个 之 并 与 有 限 多 个 之 
交 仍 然 是 开 集 ， 由 此 我 们 能 引进 一 般 拓 扑 空间 的 概念 


.人 @ 参看 $ 3， 
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设 给 予 元 素 的 集合 了 ,并 称 它 为 空间 ， 其 元 素 称 为 点 . 若 把 
它 的 某 些 子 集 称 为 开 集 ， 并 且 任 意 多 个 开 集 之 并 和 有 限 多 个 开 集 
之 交 仍 为 开 集 ， 则 蕊 称 为 一 拓扑 空间 ， 这 里 整个 空间 六 和 空 集 儿 
也 算 作 开 集 . 开 集 关于 了 的 余 集 称 为 闲 集 . 车 是 拓扑 空间 立 的 
子 集 ， 则 对 每 一 了 的 开 集 O 有 一 交集 0 = 式 ' 几 0O， 若 我 们 称 这 样 
得 到 的 子 ' 的 子 集 为 (相对 于 了’ 的 ) 开 集 ， 则 X' 成 一 拓扑 空间 . 
特别 地 ,车 立 ' 是 六 的 开 集 , 则 XX’ 的 子 集 0' 对 节 ' 是 开 的 ， 当 和 且 
仅 当 0' 对 生 是 开 的 . 包含 点 了 的 开 集 称 为 p 的 邻 域 . 设 X 是 一 
拓扑 空间 , 它 的 开 集 族人 如,} 称 为 一 个 ( 开 ) 覆 盖 , 如 果 邓 二 UD, 车 
任 一 开 覆 盖 总 包含 一 个 有 限 的 子 覆盖 则 称 工 是 紧 致 的 ， 或 简称 紧 
的 ， 拓 四 空间 如 果 它 不 能 表 为 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 集 之 并 ， 
则 称 为 连通 的 .容易 指出 ， 若 4 是 连通 拓扑 空间 X 的 既 开 又 闭 的 
子 集 , 则 或 者 4= 瑟 , 或 者 4 二 名 ， 事实 上 , 由 假设 4 和 和 XN4 是 两 
个 互 不 相交 的 开 集 ,并 且 忌 =4U (X\44). 由 下 的 连通 性 便 得 4 和 
XN4 不 能 同时 是 非 空 的 、 这 就 导出 了 我 们 的 结论 ， 若 拓扑 空间 
并 的 每 一 点 了 对 应 拓扑 空间 的 一 点 2 ,为 2 fp), 则 称 天 
是 X 映 入 的 映射 ，7?' 称 为 象 点 , 7 为 原 象 点 .如果 也 中 不 同 的 
点 对 应 了 ' 中 不 同 的 点 ， 则 称 此 映射 为 一 对 一 的 映射 ， 如 果 对 每 
一 并 的 开 集 其 原 象 是 了 的 开 集 , 则 称 此 映射 是 连续 的 .一 对 一 的 
连续 映射 并 且 其 逆 映 射 也 是 连续 的 称 为 同 胚 映 射 ， 
拓扑 空间 对 如 果 满 足 “ 分 离 公理 ”, 即 对 和 任意 两 个 不 同 的 点 , 分 
别 存在 互 不 相交 的 邻 域 , 则 称 卫 为 Hausdorff 空间 ，Hausdorff 空 
间 仍 然 是 很 一 般 的 空间 , 为 了 函数 论 的 应 用 还 需要 加 上 某 些 限制 . 
首先 要 求 这 个 空间 的 每 “点 的 邻 域 有 于 面 的 拓扑 结 寺 构 ， 这 就 导致 
二 维 流 形 的 概念 . 
定义 3.1 二 维 流 形 M 是 一 Hausdorff 空间 。 它 的 每 一 点 ? 
有 一 个 邻 域 7， 与 复 平面 一 开 集 玉 同 胚 . 车 于是 连通 的 , 则 称 它 为 
7DO7 。 


蔓 面 , 

这 时 Vs 和 7 同 胚 是 指 存在 一 个 由 Vs 到 VV 的 同 肛 映 射 %: 
Vp->V, 它 建立 了 Up 所 的 点 与 FY 内 的 点 之 间 的 一 对 一 的 连续 对 应 ， 
并 称 z=h(p) 为 Us 内 的 局 部 参数 或 局 部 坐标 [1 称 为 参数 邻 域 ， 令 
DCF 为 一 开 圆 盘 , 则 原 象 =h-1(D) 是 Ug 内 的 一 开 集 ,并 且 训 在 
方 上 的 限制 四 = 1 人 是 六 -> 也 的 同 豚 映 射 ， 并 称 旋 为 参数 圆 或 圆 
邻 域 . 这 里 大 是 力 ->D 的 映射 ,使 得 当 ED 时 帮 2) =h(p)， 因 此 
不 失 一 般 性 , 我 们 能 说 , 二 维 流 形 是 由 同 胚 于 圆 的 开 集 所 履 盖 . 

在 芒 形 上 一 般 没有 唯一 的 方式 来 规定 给 定点 的 局 部 坐标 ， 事 
实 上 ， 设 U0 是 了 的 邻 域 ，z 二 有 (8) 是 可 内 的 一 个 局 部 坐标 , 若 岂 = 
w(z) 是 =h(D) 到 另 一 个 平面 上 开 集 广 的 辣 豚 映射 , 其 复合 映射 
妃 员 定义 了 内 的 另 一 个 局 部 坐标 ， 若 U0, 和 0 是 了 的 邻 域 ， 刘 
UD,NUD, 也 是 的 邻 三 令 z, 二 2,(7) 和 z= 二 zs(7) 分 别 是 UV, 和 U0. 
上 的 局 部 坐标 ， 则 在 Z, mn。 上 两 个 坐标 都 是 有 效 的 ， 并 且 zx= 
hoks!1(z,) 是 有 (U,V,) 到 和 (UV, 几 U0) 的 同 胚 映 射 .车 对 如 上 每 
一 点 了 对 应 一 实数 或 复数 有 (?), 则 在 必 上 定义 了 一 函数 f, 它 能 局 
部 地 看 作 是 局 部 坐标 的 函数 , 它 的 某 些 性 质 能 用 局 部 坐标 来 研究 . 
但 必须 指出 ,通过 局 部 坐标 表示 式 来 研究 的 性 质 ,不 应 依赖 于 局 部 
坐标 的 选择 ， 例 如 可 用 局 部 坐标 来 讨论 流 形 上 函数 的 连续 性 ， 但 
讨论 解析 函数 则 是 不 合理 的 。 因 为 如 果 在 洲 上 给 害 一 说 数 六 z,= 
#,(9) 是 辟 内 的 一 个 局 部 坐标 ， 则 纵然 9(z,) =fo 后 !' (z,) 是 z,E 
%,(D) 的 解析 函数 ,但 转变 到 新 的 坐标 z= 和 (2) 时 ， 不 能 保证 
fohs' (2,) 是 z,Eh,(0) 的 解析 请 数 ， 因 为 z,= 4(z,) =h,ohi' (zn) 
是 z,Eh(U) 的 连续 函数 ， 它 与 解析 函数 的 复合 go4(z,) = 
fohi'(z,) 不 一 定 是 宪 析 的 , 因此 为 了 研究 解析 函数 , 便 导 致 Riema-~ 
an 有 曲面 的 概念 

3,.2 Riemann 曲面 的 定义 
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定义 3.2 ”Riemann 曲面 是 一 个 曲面 履 连 同一 个 附加 的 复 结 
构 {(D0,,h,)), 记 为 R= (MM, {(0,,))), 或 简 记 为 . 

这 里 一 个 复 结构 {(U,, 有 ,)} 是 指 {D,} 为 曲面 改 的 一 个 开 覆 盖 ， 
凡是 区 ,到 复 平面 开 集 , 的 同 胚 映射 ,并 且 车 7, 门 D, 尖 纪 , 则 复合 映 
射 思 o 扣 ! 在 如 (U0, 几 ND,) 上 是 解析 的 (图 5.1)。 


图 5.1 


紧 的 Riemann 曲面 称 为 闭 Riemann 曲面 , 否则 称 为 开 
有 Riemann 曲面 . 
现在 我 们 来 考察 Riemann 曲面 上 的 函数 ， 设 G 是 Riemann 
曲面 站 上 一 区 域 , G 到 复 平面 人 的 映射 f:? 一 > 妇 = 了 (7) 在 G 中 定 
义 了 一 个 函数 。 若 UU, 是 一 个 参数 邻 域 (我 们 假设 它 完 全 在 G 内 )， 
引进 V, 上 一 个 局 部 坐标 z,=%,(2)， 则 于 在 0, 内 能 表示 为 z, 的 一 
个 函数 , 即 /8) 一 fo 及 (z,) 二 f(z,),2,Eh, (D0,). 对 于 另 一 个 参数 
邻 域 0, 和 局 部 参数 2 一 加 (2) 同样 地 了 在 0, 中 可 表示 为 f,(%。)， 
车 pEV,NMUV,, 则 有 
fp)=f,(%,) =f,(2n,. (2. 1) 
其 中 z, 和 zz, 在 它们 定义 域 的 交集 中 以 一 解析 关系 相连 系 ， 即 
Zr 二 jiop7 2) 一 4(2 72sEj (Pen 因此 在 G 内 定义 的 函数 在 
各 个 参数 邻 域内 能 表示 为 局 部 参数 的 函数 ， 并 且 在 任意 两 个 相 邻 
葛 参 数 邻 域 的 交集 上 它们 以 (2. 1) 式 相 联 系 . 
了 D9 2， 


定义 3.3 在 Riemann 曲面 下 上 定义 的 函数 f 称 为 解析 的 - 

(或 全 纯 的 ), 如 果 在 每 个 参数 邻 域 Z, 内 函数 
f,(2,) =foh;' (2,) 

是 z, 在 加 (0,) 内 的 解 折 函 数 . 

3.3 Riemann 曲面 的 例 

1. 环 面 ” 设 o 和 os 为 两 复数 , 且 Im(ory oo 天 0， 令 7 是 下 
列 线 注 变换 所 成 的 群 | 

T={s:s(2)=z+ni + Rw i, RsEL}, 
两 复数 z,z’ EC 称 为 对 于 六 是 等 价 的 ,如 果 有 sS7, 使 得 z 一 s(2)， 
所 有 等 价 娄 的 集 以 C/ 且 表示 之 ， 令 zx: C->C/T 是 自然 投影 , 即 
将 每 一 点 zEC 映 入 它 的 等 价 类 . 在 C/ 太 引入 拓扑 如 下 : 集 VCCI/T 
称 为 开 的 , 如果 x-1(0) 在 C 中 是 开 的 ， 易 知 在 此 拓扑 下 C/T 是 
一 Hausdorff 空间 , 且 zx: CC/ 矿 是 连续 映射 。 此 外 由 于 人 是 连 
通 的 , 故 C/ 六 亦 是 连通 的 ，C/ 厂 的 复 结构 定义 如 下 : 设 VCC 是 一 
开 集 ,并 使 得 在 VV 内 没有 两 个 对 矿 等 价 的 点 ， 于 是 0U=x(V) 是 开 
的 ,并 且 zx|y 是 V->0 的 同 且 映射 其 逆 是 0->V 的 同 胚 映射 ,并 
记 为 &， 所 有 这 些 序 对 {(U,,h,)} 构 成 C/ 矿 的 复 结构 ， 为 此 还 须 指 
出 ,其 中 任 两 个 序 对 (DV,,8,), (DU,, js) 其 相 邻 关 系 
z= hh (2,) =A(z,) 

是 4h,(0,ND)) 到 有 (U,V,) 的 解析 映射 事实 上 ,对 于 每 一 2,Eh, 
(U,V,), 我 们 有 zx(4(z,))==h5'(z,) = 二 x(z,)， 因 此 4(z,) 和 z, 对 
于 忆 等 价 , 即 2 二 4(z,) 一 2 十 0101 十 Was 0 R2EZ， 由 于 4(2z,) 是 
连续 的 ， 故 在 久 (有 ,DZ 内 2 和 ma? 必 是 与 z, 无 关 的 固定 数 ， 因 此 . 
4(2)) 是 解析 的 ， /六 还 是 紧 的 Riemann 曲 面 ， 因 为 它 被 闭 的 
平行 四 边 形 ， 


P= {hi@! 十 Ma?; hy,4sEL0,1T]) 
的 投影 象 所 覆盖 . 


ss 了 了 0 。 


2， 每 个 平面 域 G 是 一 Riemann 曲面， 如果 取 揽 结构 为 (G， 
Td), 即 参 数 邻 域 为 9, 同 胚 映射 为 恒 等 映 射 a. 

3， 扩 充 的 复 平 面 C 为 一 Riemann 曲面 对 于 忆 的 开 履 盖 

至 少 需 要 两 个 开 集 . 例如 两 个 参数 邻 域 可 取 当 D1 二 C,0,=C\{0}. 

在 0 中 我 们 取 伍 名 也 身 为 同 区 喘 射 ,在 中 取 zi-_>w= 工 

3.4 ”曲面 的 基本 群 

设 X 为 一 拓扑 空间 , 上 的 路径 (或 称 弧 ) 是 指定 向 线段 1 一 Ca, 
想 在 此 空间 的 连续 陕 射 6(t)， 并 记 为 = (a(t),1)， 点 a(q) 称 为 
a 的 始点 ,a(5) 称 为 终点 ， 若 a(a) =a(2), 则 称 « 为 闭路 径 ， 我 们 
还 约定 (g(t), 了) 和 (B(7),J) 代表 相同 的 路 径 , 如 果 存 在 把 工 同 有 
地 映 为 7 的 映射 r=p(t), 使 得 a(t) 二 pep(t)， 因 此 我 们 总 可 取 
7 一 [0,1]. 

设 M 是 一 曲面 ,a=(a(), 了) 和 P=(B(t), 了) 是 人 中 具有 相同 
始点 和 终点 的 两 个 路 径 . 如 果 存 在 连续 映射 Xt, 才 :1x 1->M, 使 得 

h(t,0)=a(t), h(t, 1)=B(t), tel 

和 

h(0, 2) =a(0)= B60),h(1,4) =0a(1) =B(1),uEl, 
则 称 K 和 6 (在 必 中 ) 同 伦 ,并 记 为 a~B， 其 中 h(i,w) 称 为 a 到 8B 
的 形变 . 

容易 指出 , 同 伦 关系 是 一 等 价 关系 , 即 有 

(i) a~a， 事 实 上 ,对 任意 wE1l, 取 h(t,w)==a(t)， 则 它 是 a 
到 自身 的 形变 . 

(ii) 车 a~p, 则 PB~a 事实 上 ,车 h(t, t) 是 a 到 有 的 形变 ， 
则 加 (bw) =h(t,1 一 ) 便 是 8 到 a 的 形变 . 

(iii) 车 a~pB,B~y, 则 a~p， 设 (ty) 和 有 (ts 如) 分 别 是 
到 有 和 有 到 ?的 形变 , 则 令 


。 了 了 7 =” 


h(t, 2u), 0<u< 1, 
2 
h(E, 一 
hut, 24—1), Fel 
就 是 % 到 的 形变 . 
此 外 我 们 还 能 指出 ,车 g(t) 是 了 到 自身 的 连续 映射 ， 且 g(0》 
二 0,9(1) 二 1, 又 令 Bb(t)=a°g(t), 财 p= (B(#), 1T)~a. 事实 上 ， 
a 到 B 的 形变 可 取 为 h(t,4)=a(t+u[g(t) 一 #]). 
根据 上 述 同 伦 关 系 能 将 曲面 上 连 楼 两 固定 点 的 所 有 路 径 之 
集合 分 为 同 伦 的 路 径 类 , 并 记 同 伦 类 为 a= [a]. 
给 定 两 路 径 <c 和 有 ,并 设 c 之 终点 和 有 之 始点 重合 , 则 它们 的 
积 % 二 a6 二 (y(t), 了) 定义 为 


«(24),0<1< 


? (i)= 


B24 —l), F<t<1. 
类 似 地 可 以 定义 三 个 路 径 之 积 ， 特 别 地 , 我 们 能 把 一 点 Po 视 为 一 


路 径 Pu,= (Pu(i)，7), 其 中 Po(i) 一 Pu 并 称 为 点 路 径 ， 即 此 点 作为 
线段 了 的 连续 象 , 点 路 径 Pu 和 的 积 为 Pua= (Pog(t), 7 了), 其 中 


P,, 0<t<3 
Pog (i) 一 


«21—D, 1 tL. 
并 且 有 Poa~a， 事 实 上 , 我 们 可 取 


Po, ‘01 
k(t, 4) 一 


为 Poa 到 “的 形变 ， 
“。 112。 


若 P 为 @ 的 终点 ,出 间 样 可 指出 gP,~a， 若 以 a-!= (%(1 一 浊 ， 
习 吾 示 的 地 路 径 , 则 有 a !~Po, 其 中 Po 为 之 始点 . 事实 上 ， 
oa 到 Po 的 形变 可取 为 


(2 (1—)), ,0<t < 六 
h(t, Ue ”| | 
“Dee te 
同样 可 指出 a-'g~Pi. | 
” 现 设 Pe 下 为 一 固定 点 ,我们 考虑 所 有 由 Pi 出 发 的 圭 闭 路 径 
a= (a(t), 了 ),a(0) =a(1) =Po， 这 些 路 径 能 分 为 同 伦 类 , 并 以 0， 
5，… 卖 示 之 。 我 们 定义 同 答 类 的 乘积 如 下 任 两 个 类 a=[a] 和 
5=[B] 对 应 一 个 积 a*5， 它 是 xp 的 同 侩 类 ， 并 表 为 a:5=[ap]， 
aEa，pEb. 这 里 须要 指出 同 伦 类 [ap] 不 依赖 特殊 路 径 Kc 和 有 的 
选择 ， 而 只 依赖 于 类 4=[aJ] 和 b=[B]， 为 此 要 指出 ,车 «~a， 
B'~B, 则 op'~ap， 束 实 上 ,车 b(t, 坎 和 h(i, 分 别 是 % 到 . 
和 到 的 形变 , 则 
{hi(2i,W, osi < 
“p(t, 4) 一 | 
las C24—1,W),3<t<1. 


是 a" 到 a6 的 形变 同 伦 于 Po 的 类 [EPoj]=1 起 着 单位 元 的 作用 . 
事实 上 ,因为 aPo~Poa~-a, 因 此 对 每 一 个 a=[a] 有 a'1=1.4=a. 
因此 对 每 一 个 4=[ 中 对 应 一 个 道 元 素 a-!, 它 是 以 a 为 代表 的 类， 
邯 c!: 一 [ao- 吕 .事实 上 ,由 于 aa-I 一 P， oa 一 Po 故 有 [aJ[a- 刁 = 
[a jaj=l 即 4a- 是 e 的 道 元 素 . 

综 上 所 述 ,我 们 得 到 : 由 固定 点 Pue2 册 发 的 封 用 路 径 的 同 纶 
类 ,按照 上 面 引进 的 乘法 构成 一 个 群 ， 它 称 为 和 的 基点 为 的 基 
本 群 , 并 记 为 Fpo. 
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今 若 另 取 一 点 QoEM 代 替 Po 作 为 封闭 路 径 的 出 发 点 (图 5. 2)， 
则 同样 可 得 一 个 群 Fo,， 我 们 将 指出 5p。 和 oe。 是 同 构 的 ,并 记 为 
下 P, 位 0 设 Fp, = {0 ob, *} ,Fo,= {a’, b', … 小 。 任 取 一 个 由 Qo: 


到 Po 的 路 径 , 今 对 每 一 个 由 Po ， 

出 发 的 封闭 路 径 %， 借 助 于 对 (六 

应 一 个 由 0。 出 发 的 封 半路 径 c' ， 
Qo—>0’= (ya) yi 。 图 5.2 


易 知 车 gi~a， 则 一 之 8 二 (4)y 全 %。， 由 此 产生 站 映 入 
Fe。 的 映射 


中 qa—>0"。 
间 样 能 通过 对 应 aq'->a= (?-iaf ) 仿 weEa' 得 到 Fo。 映 入 Fz, 的 映射 
re 
我 们 将 进一步 指出 罗 是 玉 p。 到 Fo, 的 同 构 对 应 先 指出 中 是 一 对 
一 的 , 为 此 我 们 应 指出 B=74Fp。 和 Bo8B' 二 14Fo。 现 从 a 
出 发 ，:4->a’ 是 通过 aEa->a' 二 (70)p ca 来 定义 的 . 反之， 
对 a'EFo,, 则 @':a' ->a 能 借助 于 “ 

a’ =(yO) yi > (ya) y= 1{(70) 7 1)) ~a 
来 得 到 . 因此 对 每 一 4EF5, 我 人 有 @$'。$(a) =a, 即 9B'。8=14Fy,. 
同样 有 B。@B'=14Fo。 为 要 证 明史 是 一 同 构 ， 还 须 指 出 两 个 路 径 : 
类 的 柔 积 映 为 两 个 象 类 的 积 , 即 @(a5) = 省 (o) 负 (0)、 事 实 上 ， 

oaB-—>(y (aB) Yi~p ay 1pB) rT 
一 ((?q)7? ) (vB)Yy"!) =0'B'Ea'b', 

因此 ab->a'5b' 

由 此 可 知 Fr, 除去 一 个 同 构 关系 之 外 与 始点 Po 的 选择 无 关 . 
我 们 定义 戏 的 基本 群 如 下 : 

定义 3.4 同 构 于 Pr, 的 (抽象 的 ) 群 也 称 为 M 的 基本 群 . 

车 屯 只 由 一 个 元 素 组 成 , 则 称 玉 为 单 连通 曲面 ， 例 如 C 和 
ol4* 


是 单 连通 曲面 . 

.3.5 话 盖 曲面 

定义 3.5 设 M 和 应 为 两 个 曲面,0: 认 >M 是 让 到 履 的 映射 
(应 , o) 称 为 的 光滑 覆盖 曲面 ,如 果 对 每 一 点 $E 孚 ， 存在 一 邻 域 
,使 得 0 在 0 上 的 限制 0s 一 0 1。 是 0 到 ?二 0 四 的 一 个 邻 域 口 的 
同 胚 映射 。 以 称 为 基 曲 面 ,o 为 迹 映 射 或 投影 映射 ，7 为 的 迹 , 
称 为 p 上 的 点 ， 具 有 上 述 性 质 的 邻 域 吕 各 称 为 特性 邻 域 . 

容易 指出 , 述 映射 o 是 连续 的 ， 此 外 对 任 一 ?EM 上 的 点 { 甸 
在 站 上 不 能 有 极限 点 ,因为 若 人 # 是 一 极限 点 ， 则 c 不 能 在 色 的 邻 
域 中 是 一 对 一 的 

现 设 &= (0),D 是 让 上 以 名 为 始点 的 路 径 , 则 0o&= a 是 人 上 
以 po 二 0(80) 为 始点 的 路 径 ，a 称 为 8 的 迹 路 径 ,& 为 «的 具有 始点 
为 和 i 的 覆盖 路 径 (或 提升 )， 现 在 反 过 来 间 ， 若 是 履 上 一 路 径 ， 
包 是 其 始点 po 上 的 一 点 ,是 否 存 在 以 名 为 始点 的 路 径 &, 使 得 a 是 它 
的 迹 路 径 , 或 者 说 是 否 存在 由 各 点 出 发 的 4 的 提升 ,对 于 光滑 禾 
盖 山 面 , 提升 不 是 恒 存 在 的 ， 但 如 果 存 在 , 则 是 唯一 的 ， 我 们 有 下 
列 定理 . 

定理 3.1 (唯一 性 定理 ) 设 加 为 xm 上 的 一 点 , 则 对 于 从 Po 出 
-发 的 上 的 路 径 , 至 多 有 一 条 覆盖 路 径 以 f 为 始点 . 

证 设 &=(&(t),1) 和 = (6(GD)， 站 是 < 的 两 个 覆盖 路 径 , 且 
具有 相同 的 始点 各 =&(0) = 和 (0)， 令 二 二 sup{to,@(t)=B(t), 当 
0<1<to}， 由 于 &(t) 积 ( 引 的 连续 性 必 有 &(t) 一 h(t1)， 我 们 
此 证 明 刀 ==1， 如 若 不 然 , 则 所 <1， 现 考虑 8 一 &(t) 一 At 的 一 
个 特性 邻 域 ,由 &(t) 和 有 (1) 的 连续 性 ,存在 6>>0, 使 得 当 电 < < 
i 十 6 过 1 时 ,有 &(#),(2)ED， 从 而 在 0D 内 有 (4) 关 8(t)， 另 方面 
o 在 U0 是 拓扑 的 ; 且 0o@(t)=0o6(t)， 因 此 6&(t) 才 8(t ) 是 不 可 能 
的 , 故 必须 ti=1; 即 4&=. 

e115e% 


定义 3.6， 允 的 光滑 覆盖 曲面 (应 ,o) 称 为 非 限 的 ， 如 果 每 一 
个 路 径 “ 对 于 其 始点 Po 上 的 每 一 点 bo, 总 存在 以 如 为 始点 的 提升 


和 


Or 
.关于 非 限 覆 盖 曲 面 ,我 们 有 下 面 的 重要 定理 . 

定理 3. 2 《抽象 单 值 性 定理 》 设 ( 度 ，c) 是 的 非 限 禾 尊 
曲面 ， < 入 为 以上 两 同 伦 曲线 , 即 a~p， 且 a(0)= JpB(0)=po， 
a(1)= 二 Bp(1D)=P， 使 久 是 po 上 一 点 , 则 始点 为 名 的 .& 和 :6 的 覆盖 
路 径 & 和 4 具有 相 周 的 终点 &( 共 一 (TD 二 负 , 并 且 &~B. 

证 设 (i,w) 是 a 到 PB 的 形变 ,我 他 只 须 提升 形变 五 到 皇上 ， 
使 之 成 为 8 到 包 的 形变 .对 WET, 令 ,二 (ot), 了 ,其 中 Qs(t) 二 h(t 
4w)， 并 有 ao(t)=h(t， 0 二 a(t)，ai(t)=h(t，1)=B(t)， 由 于 
(应 , o) 是 于 的 非 限 光 清 覆盖 曲面 , 又 根据 定理 3. 1, 因此 对 每 一 路 
径 % 存 在 唯一 的 以 加 为 始点 的 提升 人 = (Cs(t)， 站 .特别 地 ,do 一 在 
和 如 = 分 别 是 gc 和 有 的 提升 ， 现 在 令 

ht ,0%) 一 CCt) ET, veEl. 
我 们 要 证 明志 (t,%) 即 定 &8 到 8 的 形 乃 ， 首 先 显然 须 0,4) 二 6,(0) 
=f, h(i, 0) =6o(t) = ft, 7) =A(t)=6(t .下面 将 指出 
jb 妇 是 两 全 变量 的 连续 函数 ， 并且 (1, 9) 二 人 (1) 二 色 1. 

先 证 明 (ti， 纪 ) 的 连续 性 .对 固定 的 weST， 考 虑 路 径 如 = 
(Rs (52), 了 DD 其 中 &s,(t) 二 让 (3,20), 对 ss。 上 每 一 点 有 (two) 有 一 特 


性 邻 域 ,并 有 6&sC 日 0s。，。 我 们 能 从 中 选 出 有 限 多 个 


{0,} v=1,2,°",1, 使 得 ,CC U 0,. 由 于 » U0) 是 连续 的 , 故 可 


将 了 分 为 ne 个 区 间 ,=[t,,t,;1]， 使 得 7, 的 h(t,%0) 象 含 于 0,. 并 
谱 刀 含 于 某 个 1 即 t, 过 to 之 tyrt， 叉 令 V, 一 0(0,), 且 7, 的 h(i, vo》 
象 含 于 U0,， 由 于 h(i, 习 是 连续 的 ， 故 存在 6,>0， 使 得 引 形 A, = 


1iés 


5 :ET lv 一 由 <<6 的 h(t, 90 象 含 于 局 我 们 取 4= 
min{6,} ,并 仍 以 A,= {(t, 人 ): 5E7,, la 一 1<6}， 下 面 证 明 A, 的 
8(t 0 锡 含 于 办 ,并且 友 2 = 一 om (to 人， 其 中 09， 是 c 在 站， 
的 限制 . 如 已 证 明 这 点 , 则 由 于 14( 刀 切 是 连续 的 而 且 w 在 六 是 同 肛 
映射 , 则 (i,wu) 是 连续 的 ， 为 此 我 们 从 »=1 开始 ， 由 于 路 径 段 
,一 (E(t 2), 卫 )，14 一 wo| 过 6 都 是 从 Po 出 发 , 它 首先 在 Ui 中 经 
过 ,而 它 的 迹 路 径 段 @,= (ta 了 ), |u 一 wo| 过 6 完 金 在 UV, 中 . 
由 定理 3. 1 (唯一 性 定理) 必 有 (t,t)=097!1oh(t, 4%)，(t,W) 
EA 后 者 完全 在 办 之 中 , 因此 Ai 的 厅 的 象 , 完全 在 录 之 中 ,并 
且 (i,w)EA1 时 ,用 t, 0) 二 o971o(t, .如 此 继续 可 得 ,A, 的 h(i,w) 象 
含 于 六 ,之 中 ,并 且 当 (s, 4)EA, 时 , (5,4)=051o4(t，?)， 这 就 
是 所 要 证 明 的 ， | 

最 后 证 明 h1, 三 &(1). 首先 (1,%) 是 4 的 连续 函数 ,并 在 迹 
映射 下 鼎 为 同一 点 , 即 0oh(1,w) 二 pl， 另 方面 在 Pp! 上 的 点 是 孤立 
的 ,因此 连续 函数 h(1,%) 保 持 常 数 ,特别 地 有 (1,0)==&(1) = 有 (1 
ID=6(D)， 即 & 和 有 有 相同 的 终点 ,因此 &6. 

单 值 性 定理 的 重要 推论 是 迹 映 射 作为 连续 映射 不 仅 诱导 座 
的 基本 群 饭 映 入 对 的 基本 群 环 的 同 态 ,而 且 是 一 同 构 . 

设 (应 , o) 是 于 的 非 限 覆盖 曲面 ，c( 仿 =2， 我 们 考察 认 上 以 
乡 为 出 发 点 的 所 有 闲 路 径 肥 的 集合 .首先 由 c 产 生 这 个 集合 映 人 入 
了 中 以 Zp 为 出 发 虚 的 闭路 径 w 集合 之 映射 , 即 K=ae@@， 并 且 应 上 
的 同 伦 路 佐 上 映 为 有 上 的 同 伦 路 径 ， 即 有 0(8)=[@(&)]=a,&E4. 
另 一 方面 , 由 单 值 性 定理 , 不 同 路 径 类 对 应 不 同 的 类 , 即 co&~-ooA 
导出 &~6. 因此 由 c() =c( 站 导出 4 一 记 这 就 表明 o 产生 的 六 3 上映 人 
F, 的 对 应 是 一 对 一 的 ， 显 然 是 保持 乘法 的 、 因 此 是 一 同 构 对 应 , 

令 9=o( 罗 ) 表 示 操 在 映射 0 下 的 象 ， 它 是 Po 的 一 个 子 群 
且 与 三 同 构 , 并 记 为 G 宕 名、 我们 称 它 为 尹 ?的 迹 群 ， 问 题 是 什么 
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时 候 以 了 上 的 两 点 .f 和 为 基点 的 玫 的 基本 本 角 和 六 3?, 具 有 相同 
的 迹 群 G? 

首先 ， 一 个 由 卫 点 出 发 的 闭路 从 ?能 提升 为 和 点 出 发 的 闲 路 
径 乡 的 充 要 条 件 是 c=[yJEG。 事实 上 ,车 了 为 闲 路 径 , 则 它 属于 
某 个 6 二 [pjEF， 因 此 迹 路 径 » 属于 让 的 迹 群 oCF) 一 G 的 一 个 路 
径 类 c=o(6) 二 o([ 作 ]); 反之 车 yEc 二 [yjEG, 是 它 从 点 出 发 
的 提升 , 元 为 万 衬 G, 敬 存在 一 个 昼 于 户 的 由 $ 出 发 的 闭路 径 作 ， 
它 的 迹 路 径 y= 二 a(7 了 1)~y， 根 据 定理 3.29, 和 少 有 相同 的 终点 ， 
即 乡 是 闲 的 ， 如 果 加 和 加 ,的 迹 群 同 为 6， 此 时 由 卫 友 出 发 的 闲 
路 径 ?》 的 同 伦 类 c= fy] 或 者 cEG, 或 者 cEG、 若 是 前 者 , 则 ?以 
89 和 为 出 发 点 的 提升 人 和》 名 为 闲 路 径 ， 如 果 cEG; 则 乡 和 六， 
同时 非 闭 ， 

”对 于 下 的 基本 群 也 的 任 一 子 群 6 异 存 在 一 个 非 限 的 覆 洲 申 
面 ( 收 ,o), 它 的 基本 群 f 之 迹 群 恰 为 G=o (及)， 上 述 覆 盖 曲 面 的 
存在 定理 的 证 明 可 以 参看 文献 [2]， 特别 地 ,如果 G= 了 , 则 相应 的 
入 盖 曲 面 ( 恰 ,o) 有 让 = 以 ,o =74MM. 营 G 只 包含 了 的 单位 元 ， 即 
G= {了 ), 则 相应 的 履 赣 曲面 ( 履 , o ) 称 为 广 有 覆盖 曲 醒 ， 它 是 单 连 
通 的 履 盖 曲面 ， 如 果 G 是 的 正规 子 群 , 即 对 任 一 cEF, 有 cGe-! 
一 G, 则 相应 的 覆盖 曲面 (让 ，c) 称 为 正则 覆盖 侧面 ， 根 据 上 而 的 

讨论 知 ,( 放 ,0) 为 取 的 正则 覆盖 曲面 的 充 要 条 件 是 : 到 的 每 一 由 点 

2 出 发 的 闭路 径 & 与 从 Dp 上 的 点 全 ,2 … 出 发 的 提升 &u Gas, … 辣 

时 为 非 六 或 同时 为 闲 : 
3.6 ”覆盖 变换 与 槛 次 变换 群 
定义 3.7“ 戏 的 非 限 覆 盖 曲 面 (应 ,ac) 的 镍 盖 变 换 是 应 到 自身 

的 同 且 映射 A， 放 二 政 ， 并 且 保 持 迹 点 不 变 者 ， 即 对 任 一 p<- 矿 ， 
ooA(p)=o($), 或 记 为 0 二 ocA， 禾 盖 变 换 的 全 体 按 映 射 的 复合 
构成 一 群 , 称 为 税 盖 变换 群 , 记 为 了 
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这 里 需要 说 明 多 构成 一 群 . 事实 上 ， 显 然 有 10 站 ET， 其 次 ， 
如 果 AET, 则 有 A-!ET, 这 是 因为 由 0oA=o， 即 导出 o=ooA-1. 
最 后 如 果 Ai,A2ET, 则 由 于 (gcAoAs 二 ooA, 二 0, 便 疹 AioAzET., 

定理 3. 3 对 于 具有 相同 这 点 的 两 点 2 因 c 至 多 有 一 个 要 
瘟 变 拘 A, 使 得 A(91) 二 和 

证 我 们 只 须 指 出 : 两 个 覆盖 变换 如 果 在 -点 重合 ， 则 它们 恒 
等 ， 令 A 和 A' 为 两 个 覆盖 变换 ， 且 使 得 A 人 (分 ) 二 人 (的 ) 一 名 ,要 下 
上 明 A=A'. 由 于 ao=coA=cooA', 即 有 

O°A(CP)=0°A"(P)=0(f)=0(p) 一 2 
现 设 4E 诊 为 任 一 点 ,并 以 全 连接 人 和 4 ， 继 命 一 mei 为 .全 
的 迹 路 从 ,并 置 如 一 Acbi 和 部 一 Ah 由 于 ceo 一 co:=o, 即 
有 oo, 二 0 oz 二 go 二 9， 再 由 如 (9 天 Al(0) = 人 (人 ) 一 加 和 
(0) 二 A'o&1(0) =A'(p1) = 名， 从 而 如 (0) 一 &(0) = Po， 这 就 表 
明 路 径 如 和 公 ;县 有 相同 的 始点 和 相同 的 迹 路 径 , 因此 鲍 一 人 特 
别 地 ， 
GD)=AA(t)=AND = (D)=A'R(1)=A"0). 

由 于 9E 玫 是 任意 的 , 即 有 A=Ar'. 

对 于 充 的 点 我 们 能 由 驯 盖 变换 定义 等 价 关 系 : 设 人 ,和 甸 E 府 , 如 
果 存 在 AET, 使 得 p== 仿 ( 名 ), 则 称 Z, 和 名 等 价 ,并 记 为 如 ~ 有 2p， 显 
然 这 是 一 个 等 价 关 系 , 并 属于 同一 等 价 类 的 点 具有 相同 的 迹 点 .并 
且 能 够 证 明 ( 参 看 文献 [2]), 加 和 ps 靠 价 的 充 要 条 件 是 : 训 , 和 户 ?， 
具有 相同 的 迹 群 G, 其 中 A$, 和 涌 $, 是 下 的 分 别 以 各 和 ;为 基点 的 
基本 群 ， 上 述 条 件 还 能 叙述 为 另 一 形式 , 即 车 以 路 径 乡 连接 负 和 
p:, 它 的 迹 路 径 为 p= 二 ol(9?)， 又 设 G=ofF3,)， 则 知 o (P34,)=G 
三 071Gc, 其 中 ?二 [7]。 因 此 织 和 名 等 价 的 充 要 条 件 是 

G=c-iGce. . (3. 1) 

容易 指出 ， 满 足 (3. 1) 的 路 径 类 组 成 了 的 一 个 子 群 ， 并 记 为 
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N(Q). 显 然 G 是 入 (G) 的 一 个 正规 子 群 ， 并 称 群 VC 是 C 在 “的 
间 群 , 

下 面 我 们 将 加 出 柳 盖 变 换 知人 G 的 一 个 关系 ， 为 此 先 定义 
商 群 的 妆 念 : 

若 G 是 群 耳 的 子 群 ， 我 们 能 对 如 的 过 定义 一 等 价 关系 如 下 、 
设 o pE 百 ,pw 一 0 当 且 仅 当 er0E 生 .等 价 类 称 为 你 的 左 营 系 ， 并 记 
为 6G.- 效 似 地 ,可 以 定义 另 一 千 价 美 系 : ~5 当 且 权 当 060"1EG, 等 
价 类 称 为 @ 的 右 旁 系 ,并 记 为 Bo. 现 设 9 是 吾 的 正规 子 群 , 则 
有 aG=Ga, ac 杂 反之 ,如 上 述 关 系 式 成 立 , 则 如 为 妃 的 正规 子 群 . 
等 价 类 的 集合 在 下 述 运算 下 成 一 群 , 即 

aG:bG=—abG= {ag'b9': 9,9'EG)}. 
其 称 它 是 五 对 G 的 商 群 , 记 为 有 /GQ. 

定理 3.4 戏 装 变换 群 了 辣 构 于 间 群 N(G) 对 G 的 商 群 ， 即 
TN(G) /GQ, : 

证 首先 对 每 一 AET 对 应 一 旁 系 cG: 设 A(p) = 负 ，》 为 连接 
8 和 pf, 的 路 径 ,y ==0o7- 继 合 6 Ey 了 则 AF>cG。， 这 个 对 应 是 
一 单 值 映射 ”i 

TOG:cEN (ON} = NG /A. 
事实 上 ， 车 久 是 昂 一 个 连接 和 和 尔 的 路 和 从, 则 抬 ! 是 由 四 出 发 的 
闭路 径 , 由 此 cfrrcEG, 其 中 o=[oey]=Fy]， 因 此 cG= ciG. 

其 次 ,映射 是 一 对 一 的 ,并 且 是 满 射 的 . 命 AF 一 ” cG,A 一 > c9. 
设 yEc 二 [yj,? 是 yp 的 从 出 发 的 提升 ， 根 据 定义 A 映 $ 为 1, 即 

:一 A( 纪 ) =?(1)， 同 样 地 有 甸 一 Al( 人 急 ， 由 覆盖 变换 的 唯一 性 定 
理 ， 便 有 A:=A, 现 设 cEN(6),P(0)=p xceg 一 PEc=[y]， 且 
了 (1) = 和 ,然则 c( 训 一 c-:Ge=G， 因 此 由 8 和 分 等 价 的 充 要 
条 件 (3. 1. ) 和 定义 有 一 AET， 使 得 A(p) 名. 由 此 导出 A> 
ca, 

2 了 20。 


最 后 ， 我 们 要 指出 映射 是 保持 乘法 的 ， 设 Ah ci 
A 一 > csG, 此 外 ， 
?Eco P31(0) =p,0°7;=7s, As(P) =py, j=1,2( 图 5. 3). 
令 
A=AcA,. A(f) =A,°A(f) = 外。 


i 
Pl 


图 5.3 
然后 Aso, 一 加 且 pC1) =f,. Pps 连接 和 和 bs, 迹 是 yayiEcsci， 由 
引得 A 广 > czclG 一 caGciG. ， 
系 车 G= 人 为 单位 群 , 则 W(G) = 有 到、 由 此 27， 即 万 
有 团 盖 曲面 的 覆 音 变换 群 同 构 于 基 曲 面 的 基本 群 . 
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第 六 章 “” 调和 范 数 与 Dirichlet 问题 - 


我 们 已 经 知道 关于 调和 函数 及 Dirichlet 问题 的 初步 结果 . 在 
本 章 中 , 我们 讲述 调和 函数 及 次 调和 函数 的 一 些 性 质 ,研究 较 一 般 
的 平面 区 域 的 Dirichlet 问题 , 并且 引 进 Green 函数 和 调和 测度 
的 概念 . 


8$1 调和 函数 及 次 调和 函数 


1.1 调和 函数 及 其 序列 “在 调和 函数 的 已 知 定义 中 ,其 出 发 
点 是 有 一 阶 及 二 阶 连续 偏 导数 的 函数 ， 现 引进 一 个 等 价 的 定义 ， 
其 出 发 点 只 是 连续 函数 ， 为 此 , 先 作出 下 列 定义 : 
定义 1.1 设 w(z) 是 区 域 G 内 的 连续 实 值 函数 ， 如 果 
YD(zo p) = {2z|12 一 ao| 委 po}CG(o>0)， 我 们 有 
u(z0) = 区 | u(zo+ pe'’) db, (GT 


那么 我 们 说 连 续 函 数 wz) 在 G 内 有 平均 值 性 质 . 
我 们 知道 ,在 G 内 的 调和 函数 有 平均 值 性 质 , 而 关于 调和 函数 
的 极 值 原理 正 是 由 这 一 性 质 导出 的 . 
定理 1.1 设 连 续 函 数 和 :区 域 9-> 民 在 G 内 有 平均 值 性 质 , 那 
么 u(z) 是 G 内 的 调和 函数 . 
2 (2 -去 | 2{20 十 De tr 9 
(1. 2 


其 中 
2 一 Z0FyeteyrcL0,p),9pEL0,2r)。 

我 们 知道 2(z) 是 在 D(zo，p) 三 {z11z 一 z0o| 过 p} 内 调和 ,在 
万 (zo，pJ 上 连续 的 函数 , 而 且 在 9D(zo, p) 上 ,2(z) =z(2)。 又 由 
假设 ,2(z) 一 v(z) 在 D(zo,p) 内 有 平均 值 性 质 ,在 D (zo, p) 上 连续 ， 
从 而 在 9D (zo,p) 上 达到 景 大 及 最 小 值 零 ,因此 在 DCzo, p) 内 ,4(z) 
=2(z) 是 调和 冰 数 ， 由 于 z 是 6 内 任 一 点 ,定理 证 完 . 

有 了 定理 1 1, 可 以 作出 调和 函数 交 等 价 定义 . 

定义 工 2 在 区 域 G 内 具有 平均 值 性 质 的 连续 实 值 函数 称 为 
调和 尔 数 . 

由 这 一 定义 仍 可 导出 ， 调 和 函数 必然 有 任意 阶 连 续 偏 导 数 . 

为 了 研究 调和 备 数 的 序列 , 先 证 明 下 列 引 理 ; 

引 理 1.1 设 u(z) 是 在 D (zo, po) 内 调和 ,在 D(z，2) 上 连续 
的 函数 ,其 中 zxEC,p>0, 那 么 YrE[0,p),pER 及 ,我 们 有 : 


2% 
D l(tre) a eT/ lu(zot per) 0; 


1 2) 当 w(zot pe'') 之 0VYbE[0,2z)) 时 ， 


p—7 二 ‘py tT, : 
PFT W(20) Su(Zo+ re ) E20). 


证 改写 (L 2) 中 的 Poisson 积分 如 下 : 
t9) 一 1 人 8) 002 一作 a0 1.3 
u(zo+re = 去 | au(zo 二 pet) 一 C 一 7 (1. 3) 


| pe'’— re'r]? ° 


Pr Or ptr 
pir ‘|pei’—reirl: ~p—r’ 


及 UL. 了 DD), 就 得 到 引 理 1. 1 的 结论 . 
关于 调和 函数 序列 ,有 Harnack 定理 ; 它 与 关于 解析 函数 序 
列 的 Weierstrass 定理 相 类 似 ， 
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定理 1.2 (Harnack) 设 lu,(z)} 是 区 域 G 内 的 调和 函数 
序列 . 
1) 如 果 {ww(z)} 在 4 内 任何 紧 集 上 一 致 收 伍 D 于 4(z)， 那 么 
2(2) 是 G 内 的 调和 基数 . 
2) 如 果 1 (2) 志 z2(2) 二 … 芝 wn(z) 牵 …(VzEQ) ,那么 在 G 内 
任何 紧 集 上 , 总 者 {w,(z)} 一致 收敛 ,或 者 一 致 地 有 xu(z) 一 co. 
证 为 了 证 明 了, 设 万 (zop) CG(o>0) ,并 且 在 (1 2) 中 把 
4 及 52 换 成 www， 由 假设 ,在 D(zo,p) 上 ，wn(z) 一 致 收敛 于 wx(z). 
于 是 在 积分 号 下 取 极 限 ， 即 得 (1, 3)， 因 此 w(z) 是 在 G 内 的 调和 
函数 ， 
为 了 证 明 2)， 可 以 假定 ww.(z) 之 0， 因 为 否则 可 以 用 {xo(z) 一 
ui(z)} 人 代替 {ws(z)}， 令 4(z) 一 Sap{ans(z) 12 之 1 并 且 取 
A= {2z|zEG, (2) < 一 ccl， 
B= {z|zEG, u(2) 一 co}. 
于 是 G=4UB, 并 且 4NB=2， 
先 证 4 及 B 是 开 集 ， 设 zoEG, 取 D(zo,p)CG, 由 引 理 1 1 中 
2),VzED (z0, D/2)， 
(1/3)u, (20) un (2) CI, (20). (1. 4) 
因此 ,如 果 zoE4, 由 (1. 4) 中 第 二 个 不 等 式 ，D (zo, Pp/2)CC4; 如 果 
zoEB, 由 (1, 4) 中 第 一 个 不 等 式 ，D(zo, Pp/2)CCB. 于 是 4 及 B 都 
是 开 集 , 从 而 或 者 4==G, 或 者 B=G. 
当 4=G 时 ， 在 (1. 4) 中 用 如 一 or 代 起 妇 ， 那 么 YzED (zo， 
Pp/2), Ym>n, 
0un (2) — Un(2) EIU (20) 一 Wor(zo))， 
从 而 {un(z)} 在 D(zo,p/2) 中 一 臻 收敛， 应 用 有 限 覆 盖 定 理 , 它 在 : 
G 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 
@ 即 在 G 内 “内 闭 一 致 收 伍 ”， 
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当 B=G 时 ， 由 1. 4) 中 第 一 个 不 等 式 ， Un(%)—>00 在 D(%o,- 
Pp/2) 中 ,从 而 在 G 内 任何 紧 集 上 一 致 成 立 ， 


1.2 次 调和 函数 ”一 维 Laplace 方程 的 形式 应 当 是 4 


此 单 变数 调和 函数 应 当 是 线性 函数 4= az 十 0, 其 中 a 及 5 是 实 党 
数 . 如 果 在 定义 域内 任 一 闭 区 间 的 端点 处 , 函数 wz ) 的 值 等 于 一 
个 线性 函数 的 值 ; 而 在 区 间 内 部 ， 它 的 值 不 超过 这 一 线性 函数 的 
值 ,那么 v(z) 称 为 中 函数 。 
推广 到 二 维 情形 ， 线 性 函数 、 区 间 及 区 间 端 点 分 别 与 调和 二 
数 , 区 域 及 区 域 的 边界 相对 应 . 注意 到 定义 1. 1 及 1 2， 凸 冰 数 可 
以 推广 如 下 : 
定义 13 设 w(z) 是 区 域 9 内 的 连续 实 什 函数， 如 果 : 
VCzwp)={zllz 一 za 委 ojCG(o>0) ,我 们 有 
ulzo )< 寺 | wz 二 pet989， (1. 5)， 
那么 就 说 uCz) 是 D 内 的 次 调和 函数 . 
显然 ， 调 和 消 数 出 是 次 调和 霄 数 . 这 里 只 考虑 连续 的 次 调和 
函数 ， 在 一 般 定义 中 ， 次 调和 函数 是 上 半 连 续 的 ， 所 谓 实 值 函 数 - 
4(2) 在 G 内 是 上 半 连 续 的 , 即 Yz0EG， rma(2) ul20). 次 调和 贰 ; 
数 是 解 Dirichlet 问题 的 一 种 工具 ， 从 定 义工 3 可 以 推测 到 这 种 
作用 . 
次 调和 函数 有 下 列 基本 性 质 : 
1) 如 果 羡 是 区 域 G 内 的 次 调和 函数 ,那么 Y 常数 8 之 0, 12 也 - 
是 G 内 的 次 调和 函数 . 
2) 如 果 1 及 wo 是 区 域 G 内 的 次 调和 函数 ， 那 么 如 十 wz 及 . 
4 二 max {wi,42)} 也 是 GG 内 的 次 调和 水 数 . 
性 质 了 ) 及 2) 可 由 定义 1. 3 推出. 
3) 如 果 区 域 @ 内 的 次 调和 函数 在 G 内 一 点 达到 最 大 值 , 那么 . 
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之 在 内 恒 等 于 常数 . 
证 明 如 下 ， 设 x(2) 在 wEG 达到 最 大 值 ， 令 
4={z22) 一 2a)，2EG ， 
由 于 “是 连续 的 ,4 是 G 内 的 闭 集 ，VzoE4, 3p 之 0， 使 D(zop) 
CG. 假定 3BED(zo, p)， 使 2B) 隆 4u(a)， 即 2(B)<<wulax)， 设 
p=zo 十 pie”!, 其 中 pi 二 1zo 一 B1,01.E[50,2x]， 由 于 % 的 连续 性 ， 
区 间 ICL0,27z), 使 0.E71, 并 且 YoEl， 
u(z0t pie’’) <u(0) =u(20). 
-于 是 由 定义 1. 3， 


2 : 
(zo) < | u(z0+p1e'") du(g0), 


.得 一 矛盾 .因此 YzED(z0,p),4(z) 二 wu(q)， 因 为 8 是 连通 的 ,所 
以 由 解析 开拓 ,VzEG,w(z) 二 u(x)， 证 完 . 

我 们 可 以 得 到 次 调和 函数 的 一 个 必要 与 充分 条 件 ， 由 此 可 给 
出 这 种 函数 的 另 一 等 价 定 义 . 

定理 1.3 设 4(z) 是 区 域 G 内 的 连续 实 值 函 数 , 那么 4(z) 是 
.G 内 次 调和 函数 的 必要 与 充分 条 件 是 : Y 区 域 G;CG,VG, 内 调和 函 
- 数 v, 则 4 一 2 在 G1 内 满足 象 次 调和 函数 性 质 3) 中 那样 的 极 值 原理 . 

证 ”条件 是 必要 的 由 于 及 一 2 都 是 G1 内 的 次 调和 函数 ， 
由 性 质 2),u 一 " 是 G 内 的 次 调和 函数 ， 由 性 质 3), 必要 性 得 证 ， 

条 件 是 充分 的 ，YzoEG,3 区 域 G1, 3p>>0, 使 D(z0yp) CQ 
.CG， 作 函数 2(z), 使 其 在 D(zo,p) 内 调和 ， 而 在 其 边界 上 4(z) 
一 v(z) =0。 由 假设 ,4(z0) 一 2(z0) 志 0, 从 而 


28 
uz0) <o(zo) 一 5 | (20+ pe') dl 


-过 | WU(Zo pe') db. 
租 于 z 是 G 内 任 一 点 ,充分 性 得 证 . 
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由 定理 1. 3 可 推出 次 调和 函数 的 另 一 性 质 ， 
4) 设 和 是 在 区 域 G 内 的 次 调和 函数 ,D(zo,p)CG， 令 


1 [uxt+pe dp (zgdtrer 
,rl Fp proo(p tre ED(z0, Pp) sy 


u(2z) (zEG 一 D(zo p), 
那么 2(z) 也 是 G 内 的 次 调和 图 数 . 


现 证 明 如 下 ;: 我 们 知道 , ?(z) 在 G 内 连续 ，x(z) 委 ”(z)， 并 且 . 
在 G1==D(zo, Pp) 及 Gs 一 G 一 G1! 内 ,2(z) 是 次 调和 函数 . 现 需 证 明 ， 
在 包含 Gi 的 边界 的 区 域 G 内 ，2(z) 是 次 调和 消 数 ,我 们 要 应 用 定 
理 1 3 证 明 .Y 多 域 G6CG,YG 内 调和 装 数 w.(z)， 现 讨论 两 种 可 
能 情况 ， 

(ga) GCG 或 GCGs， 由 定理 1.3, 如 果 2 一 加 在 台 内 一 点 达 
到 景 大 值 ,那么 sv 一 4 在 6 内 恒 等 于 常数 . 

(8) GEnei 及 人 mcG 关 好 如果" 一 在 各 内 达到 最 大 值 ， 
那么 它 一 定 在 G, 的 边界 上 一 点 z1 达到 最 大 值 . 这 是 因为 如 果 : 
sy 一 如 在 6@ 门 G 或 G4 门 G: 内 达到 最 大 值 ， 那 么 由 定理 1 3， 它 在 : 
有 关 区 域内 恒 竺 于 常数 ， 从 而 它 一 定 在 G1 的 边界 上 一 点 2 等 于 

这 一 常数 , 这 时 显然 4 一 如 也 在 2 达到 最 大 值 ， 而 它 在 6 内 恒 等 
于 常数 ， 因 此 VzEC， 
W210) 一 4 (21) 一 2 20) — v1 (21) 
之 V(2) (2)>u(2) — (2), 
由 此 可 见 ,2(z) 一 wi(z) 在 G 内 恒 等 于 常数 . 
应 用 定理 1. 3, 证 完 . 


$2。 Dirichlet 问题 与 调和 测度 


2. 1 Dirichlet 问题 ”我 们 已 经 知道 圆 盘 及 半 平 面 的 Diri- 
chlet 问题 的 解 。 现 在 研究 比较 一 般 区 域 的 Dirichlet 问题 . 
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设 已 给 区 域 G6 及 其 边界 3G = 疡 , 并且 设 f: 术 ,>R 连续 .所 
军 Dirichlet 问题 ,就 是 要 求 妈 GQ=GU 矿 ,> 民 , 使 其 在 G 内 调和 、 
在 G 上 连续 ,并 且 VEET 厂 。,w(C) = 了 (6)，4 称 为 有 关 Dirichlet 问 
题 的 解 
解 较 一 般 区 域 的 Dirichlet 问题 比较 困难 . 应 用 次 调和 函数 ， 
-O. Perron 给 出 了 简单 一 些 的 理论 ， 为 了 阐述 这 一 理论 , 先 证 明 下 
列 引 理 ; 
引 理 2.1 设 G, 矿 及 f 了 同上， 并 且 设 上 述 Dirichlet 问题 有 
:和解 4(z)， 如 果 2(z) 在 G 内 次 调和 , 并且 YEE7。， 
Iim»(2)<f(0) =u(t), (2. 1) 
:那么 YzEG,2(z) 志 wu(z). 
证 由 (2.1), VEET。， 
Hm[Lv(z)—u(z) J<0. 


显然 , 2(z) 一 wu(z) 也 是 G 内 的 次 调和 函数 . 因此 只 须 在 je) 三 
这 一 特殊 情形 下 证 明 引 理 ， 
由 (2, DCf(0) 三 0),Ye>>0, VEE 站 。，36 的 一 个 邻 域 ,使 得 


VzEGNV4, (2) <e. 于 是 由 最 大 错 原 理 ,Yzc6-( 7 o(2) 


委 8. 由 2 的 任意 性 ,可 推出 VzEG,v(z) 志 0. 证 完 . 
在 引 理 2.1 中 ,%(z) 是 G 内 的 调和 函数 ， 因 而 也 是 次 调和 函 
数 . 于 是 显然 有 
wu(z) 二 sup{v(z)|v(z) 在 G 内 次 调和 , 并且 VEET., 
@ 这 就 是 说 ,如 果 矿 无 界 ,那么 


f(0) = fo (cer) 
limf (5， (一 co， &€T) 


在 三 -一 广 U{co) 上 连续 。 关 于 连续 性 的 假设 可 以 放宽 ; 例如 可 以 设 了 在 厂 . 上 有 有 限 
个 间断 点 ， 
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Hmv(z) <f(6)9. 


这 就 是 说 , 如果 有 关 Dirichlet 问题 有 解 a(z) ,那么 4(z) 可 以 用 一 
些 次 调和 函数 的 上 确 界 表示 出 来 ， 这 一 结果 给 出 了 解 一 般 Diri- 
chlet 问题 的 线索 , 现 引进 下 列 定 义 : 

定义 2.1 设 47 及 了 同上 ， 男 数 族 

{2v(z)1v(z) 在 G 内 次 调和 ， 并 是 YeET ,mv(z) 志 1(2)} 称 


为 关于 G 及 了 的 Perron 族 , 记 作 多 (f,0)， 
我 们 有 下 列 引 理 : 
引 理 2.2 设 C, 六 及 了 同上， 那么 
u(z) =sup{tv (2) 12E22( 访 全 上 
在 G 内 调和 ， 
证 由 假设 ,3 有限 正 数 用 ,使 得 YEE 。, |f(2)| 夺 MM, 于 是 
由 引 理 2. 1,YzEG, Vv(z)EB(f,0),v(z) <M. 
我 们 只 须 证 明 : 在 G 中 任何 国 盘 内 ,4(z) 是 调和 函数 . 
考虑 任 一 圆 盘 DCG 以 及 zoED. 于 是 3{vwj CZ(f,G), 使 
得 limvn(z0) 二 4(z0). 令 
pr 一 maxX(oi 2 Vn)» 
那么 不 减 函 数 序 列 {pw} 忆 儿 (f,G), 作 G 内 的 连续 函数 p*(z), 使 
得 它 在 D 内 调和 , 在 G 一 D 内 等 于 pn(z) (4 二 1,2,…)。 由 次 调 各 
函数 的 性 质 外, 不 减 函 数 序列 {9 己 2(f,G)， 我 们 显然 有 
Vn(Z0) Pnl20) DA(20) Suz0). 
因此 
limg%(z0) =u(z0), (2. 2 
由 定理 1 2, {gp%) 在 DD 内 收敛 于 一 调和 函数 w*(z). 由 (2.2)， 
u* (2Z0) = (20). 
现在 证 明 : VY%i( 和 x0)ED,4(z1) = 二 WW(z1)， 选 取 和 1} CC 名 (fy 
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G), 使 得 limwn(z1) =2(2)， 令 


pn =max (Vi, Wi, 025102 "°°, Dns Wn) 9 
那么 不 碱 序列 {pnj} 忆 名 (f,G). 作 G 内 的 连续 函数 她 (z), 使 它 在 
D 内 调和 ,在 G 一 D 内 等 于 $4,(z), 于 是 不 碱 序列 人 y 四 己 久 (f ,多 )， 
我 们 有 
Wn(Z) Epa 2) ESP) Su(z1), 
从 而 
limyi(z) =2(21), 

由 定理 2.1，{y%} 在 DD 内 收敛 于 一 调和 函数 姓 (z)。 由 于 
50 我 人 及 二 寻 信 w， 在 D 内 的 调和 函数 ww* 一 wi( 志 0) 
在 zo 达到 最 大 值 零 ， 于 是 YsED， sr*(z) 二 wt (z); 特别 ,Ww*(21) 一 
Wi (#1) 二 4(z1)， 和 证 完 . 

在 引 理 2. 2 中 , 如果 已 给 Dirichlet 问题 有 解 Z(z) , 那么 必然 
有 ; VzEG,w(z) 二 UVU(z)， 这 是 因为 由 VE 名 (f,G) 可 推出 U3 反 
之 ,由 极 值 原理 ,YvE 久 (f,G),vU ,从 而 u<<U. . 

但 是 一 般 说 来 ,已 给 Dirichlet 问题 不 一 定 有 解 . 现 举例 如 下 ; 

例 2.1 设 G={z10<jz|<1}, T={z||z|=4}; 于 是 2G= 
TU1{0}, 令 
0, (CET); 

1, (€=0). 

下 段 中 证 明 ; 如 果 vE 儿 (J，G)， 那 么 YzEG，v(z) 三 0， 有 
了 这 一 结果 ， 于 是 YzEG，3| 理 2. 2 中 所 定义 的 4(z)=0， 因 此 
wu(z) 不 是 有 关 Dirichlet 问 题 的 解 ， 如 上 所 述 ， 如 果 这 问题 有 解 ， 
它 的 解 必 然 就 是 x(z), 从 而 这 问题 无 解 。 

VeE(0, 1), 令 


7G) -| 


92, (2z) 一 ln |z|/lne, 
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那么 p.(z) 在 G 内 调和 ,大 于 零 , 而 且 
1, (1z] =2); 
0, (zET). 
如 果 vE 儿 (Ff,G), 那么 由 于 |f1 志 1, 我 们 有 : YzEG，|2(2) 了 
<l. 


90.07) =] 


考虑 区 域 G, 二 {z1e<1z| 过 起 、 显 然 ，YVLE90,， Hm »(2< 
2p.(6)， 于 是 由 引 理 2. 1, VzEG,,v(2) 作 9.(2). 


YzoEG,YeE(0,|z0o[) ,我 们 有 2(z0) 志 9,(z0o), 从 而 
2(zo ) <limg, (z0) =0. 


为 了 研究 对 于 怎样 的 区 域 Dirichlet 问题 有 和 解 ， 先 证 明 下 列 
引 理 ; 

引 理 2.3 , 设 G, 厂 及 fj 和 同上. 设 o:C->R 在 G 内 调和 ,在 GF 
上 连续 ,而 且 


oO" (€=6ED); 
>0, (CET NE)), 
那么 

lim wz) =f(60), 
其 中 


u=sup{v vw ER, 0)}. 
证 只 须 证 明 : Ye>0， 
f(e) es lm < mS) +e 

Ye>0, 35o 的 一 个 邻 域 V(e), 使 得 YET NV (2), 1f(0) 一 

了 (Eo) 1 过 eV(e) 可 取得 充分 小 , 使 得 VzEG 人 9V(e)，@(z)>>0. 
于 是 在 G\V(e) 中 ,w(z) 有 下 确 界 wo>>0. 令 
M=sup{|f (6) | leETD.}. 
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考虑 在 @ 内 调和 ,在 @G 上 连续 的 函 娄 
pW -f(D +et EMFE)). 
veeT .NV(e), 
9(€) PF +e>1(0); 
VeeT\V(e), 
POOPIE) tet Mf(E) = M+e>fe). 
因此 VveE99(f,G), VeET。， 


Hm v (2)<p(e), 
-从 而 由 引 理 2. 1, YzEG,v(z) 志 9p(z), 于 是 %(z) 志 gpg(z)， 由 此 得 
Hm (2)<p (00) =f(e0) +e. (2. 3) 
其 次 ,考虑 G 内 调和 .6 上 连续 的 函数 


$2 =f (0)—e—2 M+)), 
‘VEET .NV (Ce), 
yp(E) SF ED) —e<f (0); 
VeET NV (e), 
pO SFE) —e—M—f(60) =— M-e<f(), 
因此 $e 多 (f,G)， 于 是 由 引 理 2. 1,YzEG,u(z) 之 (2z), 从 而 
lim (2) (60) =f(60) —e: (2.4) 

结合 (2.3) 及 (2.4), 证 完 . 

引 理 2. 3 中 的 函数 o(z) 称 为 在 点 56 的 阅 ， 显然 ， 如 果 在 某 
一 区 域 的 每 个 边界 点 有 闭 , 那么 有 关 Dirichlet 问题 有 解 ， 我 们 可 
以 给 出 Dirichlet 问题 有 解 的 必要 与 充分 条件。 然而 这 种 条 件 不 
便 检验 ,因此 在 这 里 只 给 出 可 以 广泛 应 用 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 2.1 设 G, 矿 及 f 同 上， 如 果 YEoET 厂 。，3G 的 一 个 外 


点 1 夺 00， 使 得 除去 5o 外 ，5o 及 51 的 联 线 上 所 有 点 都 是 G 的 外 
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点 ， 那 么 关于 区 域 G 及 的 Dirichlet 问题 有 解 ， 
证 设 6o 寺 0, 适 当选 取 oR, 


w=e eis /Sse 2 


的 一 个 分 枝 把 及 “: 的 联 线 所 割 成 的 区 区 域 喘 对 成 上 半 平 面 .于 
是 与 该 分 枝 相 对 应 的 函数 


oa -mm( om /0Y ， 
在 G 内 调和 ,在 上 连续 ,而 且 
oO (C=60); 


>0, (CED a\ {C0)). 
,因而 (6) 是 在 6&6 的 并 . 
当 &0=00E 夏 。 时， 适当 选取 aER 及 有 关 多 值 函 数 的 分 枝 ， 
那么 


， 1 
wz) =Im( e “jr) 

是 在 bo 二 00 的 同 . 

由 引 理 2.3, 证 完 ,， ， -_ 

系 2.1 设 G 及 其 余 集 有 相同 的 边界 全， 而 矿 是 由 有 限 条 
分 段 光滑 简单 六 曲线 组 成 ， 那 么 区 域 G 的 Dirichlet 问题 有 解 . 

2.2 Green 函数 ”在 本 段 中 ,我 们 引进 对 复 分 析 及 微分 方程 
都 有 重要 应 用 的 Green 函数 . .i 

定义 2.2 设 已 给 区 域 G 及 其 边界 ,zoEG, 并 且 设 区 域 G 的 
DiricHlet 问题 有 解 ， 设 91(z, zo) 是 在 G 内 调和 , 在 如 上 连续 的 函 
数 , 并 且 VsED, gi1(6,z0) 二 1n16 一 z0|， 那 么 g(x, 30) = 二 91(z, 20) 
一 ln |z 一 zo| 称 为 区 域 G 内 奇 点 在 2 的 Green 函数 ， 

Green 函数 g(z, zo) 有 下 列 性 质 : 

1) 9(z,2zo0) 在 GN{zo} 内 调和 . 
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2) g(z,zo) +ln1s 一 zj 在 2 的 一 个 邻 域内 调和 ， 

3) VeE 太 9 (6,%0) =0. 

1) VzoEG,9g(z,zo) 是 唯一 的 . 

5) YzEGN{zoj ,9 (%, %0)>0, 

1),2) 及 3) 是 明显 的 . 为 了 证 明 你 , 假定 h(z, z) 是 4 内 奇 点 
在 zo 的 Green 函数 。 于 是 由 2),h(z,z0) 一 9g(z，z0o) 在 G 内 调和 ; 
由 3), 它 在 厂 上 为 零 ， 由 极 值 原理 ，VzE@N\ {20} ,h(z, 20) 二 9(%， 
Z0). 

现在 证 明 5). 注意 9(z,20) 满 足 D) 及 3) ,并且 由 2)， 

limg (, 20) 一 十 co。 

Vz*EQN\ {zo} ，3e>>0， 使 得 D(zo,e) 的 边界 及 其 内 部 都 在 G 内 ， 
z*E 厂 及 D(zo,e) 间 所 围 成 的 区 域 ， 而 且 YzED(zo e) ,9g (Zz, 20) 
>0 而 VEE 六 ,9(E,zo) = 0， 于 是 由 极 值 原理 ,9(z”，zo) >0. 

现在 就 比较 简单 的 情况 进一步 探讨 Green 函 数 的 性 质 ， 沈 证 
明 下 列 引 理 : 

引 理 2.4 设 有 界 区 域 G, 其 边界 矿 由 有 限 末 分 段 光滑 简单 
闭 曲 线 所 组 成 。 设 函数 及 v 在 G 内 调和 、 在 C 上 有 连续 的 二 阶 
偏 导 数 , 那么 


| (过 一 时 =0， (2.5》 
这 里 全 表 示 沿 厂 的 内 法 线 ( 即 指向 0 的 内 部 的 法 线 ) 所 取 的 导数 ， 


ds 表示 六 上 的 弧 长 元 素 , 线 积分 是 沿 三 关 于 G 的 正 向 取 的 . 
证 由 Green 公式 ， 


NEG Am 


=| (他 - 闻 ) 如 + 他 一 四， 
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这 里 线 积分 的 取向 同上 . 于 是 
-Jt 织 )-+ | 


_{ [sf2 9 ON ,Su 9u de 

RE 37 史 ) 二 区 太一 务 至 |， (2. 6) 
设 在 夏 上 一 点 z 二 x 十 iy 让 其 正 向 的 切线 的 倾角 是 9， 那么 在 

这 点 的 内 法 线 的 倾角 是 0 十 本. 因此 


Gh dy 。 
-一 一 Cos 引 一 sin0， 


as ? ds 
红 _ TN i ( 至)= 宪 
守 =eo0s(0+ 于 ) 一 一 时 dn™ si 和 十 3) 二 去 


于 是 
加 3 dy 十 32 4 dx 2 YY 232 dx 
dn dxds 9y ds’ on ards 9y gs” 


代入 (2.6) ,我们 就 得 到 (2. 5). 

引 理 2.5 设 4 六 及 4 与 引 理 2.4 中 相同 . 设 zoEG, 9 (2 20 
是 G 内 容 点 在 zo 的 Green 函数 ， 并 且 它 在 人 上 有 连续 二 阶 偏 导 
数 ,那么 


DLL ulz ) :20) gs, (2.7) 


其 中 对 的 意义 及 沿 太 的 线 积分 的 方向 与 引 理 3. 4 中 相同 . 


证 取 e(>0) 充 分 小 ,使 得 C0,=3D(zo,e)={zl1z 一 zo| 一 6} 
及 其 内 部 在 G 内 .由 引 理 2. 4, 我 们 有 


a WY dg du 
人 -| (os) 9 
这 里 的 线 积分 分 别 是 沿 厂 关 于 @ 的 正 向 及 沿 C, 按 反 时 针 方 向 取 
的 ;相应 地 ,左边 的 于 表示 沿 太 的 内 法 线 所 取 的 导数 ， 而 右边 的 
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表示 沿 C, 的 指向 ze 的 法 线 取 的 导数 ， 
显然 , (2. 38) 的 左边 是 


| see (2.9) 
设 g(z,20) 二 一 In|z+~z0o| 十 91(z, 20)。 于 是 (2. 8) 的 右边 是 - 
[多 -we 则 * 
=| usot eo) dd telne | 到 | Cl 
.0 0 


UN. se 
CI 多 ) - 
二 | (8 91 gn ds 


20™ 如 
他 


= 2xu(E0) 二 elne | 全 dg. 


Un! z=20+re' 


当 e 变动 时 , 溉 ,tt 有 界 .， 把 (2.9) 及 上 式 分 别 代入 (2. 8) 的 


左边 和 右边 ， 然 后 令 e->0, 我 们 就 得 到 (2. 7). 

(2.7) 表 明 , 区 域 G 内 的 调和 国 数 可 以 用 图 数 的 边界 值 以 及 G 
内 的 Green 函数 表示 出 来 ， 解 圆 盘 的 Dirichlet 问题 的 Poisson 
积分 就 是 (2.7) 型 的 积分 ，(2.7) 可 推广 到 比较 一 般 的 区 域 G 及 过 
界 三 . 

现在 证 明 上 述 区 域 G 中 Green 函数 的 另 一 重要 性 质 ， 对 于 
比较 一 般 的 区 域 , 这 性 质 仍 然 成 立 : 

6) 设 9(z,zo0 及 9(z,20) 分 别 是 区 域 G 内 奇 点 在 任意 不 同 两 
点 5 及 2 的 Green 孙 数 ,那么 

g (213 20) 一 9(zoy 21) (2. 10) 

证 取 e(>0) 充 分 小 ,使 Ci(e)=9D(z,e)= {2| 12— zz|=e} 
(二 0, 1) 及 其 内 部 都 在 G 内 ， 并 且 使 以 Cs(e) 为 边界 的 两 闭 圆 盘 
无 公共 点 。 由 引 理 2. 4， 

。 了 了 36。 


Cg(2，21 ) dg (z, 20 ) 
(hh) |e 
在 这 里 线 积分 分 别 是 按 边界 六 关于 G 的 正 向 及 沿 Cx(e) 按 反 时 针 
方向 取 的 ; 相应 地 ,也 分 别 表示 沿 厂 的 内 法 线 及 沿 Oi(e) 指向 和 
的 法 线 所 取 导 数 ， 在 (2. 11) 中 , 沿 太 的 积分 为 零 ， 现 在 求 


dg (2, 21) gs 2 12 : 
( +|,, )r Czs m0) dn " ( “ ) 
设 

9(2 ai =—ln|z— |+9 (2, 70) (k=0, D1). 


显然 , 当 。 充 分 小 时 ,91 (zz0) 及 <2( 红 ) 在 Oo(e) 上 有 界 ; 9(2， 


二 ) 及 "2 和 2 和 在 Ci(e) 上 有 界 ， 于 是 (2. 12) 中 第 一 个 积分 是 


人 
->0 (e->0); (2. 13) 
第 二 个 积分 是 
人 | 
>2xg(z1, zo) (2->0). (2. 14) 


关于 (2. 10) 中 9(z， 5 )22 (322 的 积分 ， 也 有 类 似 结果 ， 把 


(2. 13), (2. 14) 以 及 类 似 结 果 代 入 (2. 11), 并 且 令 e>0, 我 们 就 得 
到 一 2zg(zu 20) 十 2x9(z0, 2) 一 0 证 完 ， 
2.3 调和 测度 现在 引进 在 复 分 析 中 有 重要 应 用 的 调和 
测度 
定义 2.3 设 已 给 区 域 G 及 边界 厂 , 并 且 设 8 的 Dirichlet 问 
。137 ， 
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题 有 解 。 设 太 的 子 集 忆 由 有 限 条 弧 段 组 成 D， 设 a(z,，0) 是 以 
函数 
1, (EEE); 
f= i (ZET\E) 
为 边 值 的 G 中 Dirichlet 问题 的 解 , 即 oCz,, G) 在 G 内 调和 ， 并 
且 Vf 的 连续 点 6， 
limo(z, BE, 6) =f(6). 


那么 。(z, 吾 ,G) 称 为 集 召 对 于 区 域 G 在 点 z 的 调和 测度 @. 
根据 这 一 定义 ,调和 测度 有 下 列 性 质 : 
1) VzEG, 0<ow(z, B,G)<L. 
2) 设 忆 ,及 ,都 是 由 厂 上 有 限 条 强 组 成 ,并 且 EBs ==2. 
那么 
wz, BU B2,G) =o(z, Ei1, G9) +o(z, BE,, GD) 
3) 设 w(z) 把 区 域 G 单 叶 保 形 映射 成 区 域 G',G 及 G' 的 边界 
矿 及 六 ' 相对 应 ， 而 且 厂 上 的 集 (有 限 条 缴 组 成 ) 映射 成 上 
的 集权、 那么 
- w(z, BE,G) =o(w(z), BE’',G'), 
只 要 这 两 调和 测度 存在 . 
4) 设 区 域 G 及 G' 的 边界 上 分 别 有 由 有 限 条 绝 组 成 的 集 及 
B'。 如果 GCG',BCB', 那么 VzEG,， 
w(z, bE,G)<o(z, 8',G’), 
只 要 这 两 调和 测度 存在 , 
-由 调和 函数 的 极 值 原理 可 推出 D)， 由 调和 测度 的 定义 可 接 
出 2). 由 函数 的 调和 性 在 保 形 映 射 下 不 变 可 推出 3).4) 也 可 由 调 
和 函数 的 极 值 原理 推出 . 设 信 是 G 的 边界 . G 内 调和 函数 2(z,8'， 
QD 这 条 件 可 以 放宽 . 
@@ 参阅 8 2 的 底 注 ， 事 实 上 ,定理 2.1 对 了 有 有 限 个 间断 点 情形 仍 成 立 。 
es 了 383。 


GD) 一 0(2, 忆 G) 满 足 
ores En, 
由 此 可 得 各 中 结论 . 
现 举 出 调和 测度 函数 的 两 个 实例 . 
例 2.2 设 G={z|Imz>0},={z|Imz=0},5=(&%, pb), 其 
中 4 及 BER， 那么 
G 一 X 


1 一 ©@ 
olz,B,0) =T (arctg 有 7 —arctg 5 ， 


其 中 z= 二 z 十 iy,Y>>0. 

例 2.3 设 G={zlRez,1z{ 二 1}，B 二 (一 1,1)， 求 6(z, EE， 
0). 

映射 


把 G 映 射 成 w 平 面 上 的 第 一 象限 


@’ = 和 ol 0<argw < 至 


把 (一 1, 了 映射 成 正 半 实 轴 .显然 
w(w, E',G') =1— Zargw. 


由 3)， 


=1— Zarglt? 
w(z, BE,G) =1 TB 


其 中 辐 角 应 当 取 zeE( 一 1, 1) 时 为 零 的 一 梳 
调和 测度 是 具有 特殊 边 什 的 Dirichlet 问题 的 解 ， 然 而 利用 
它 可 写 出 具有 较 一 般 边 值 的 Dirichlet 问题 的 解 . 


Q@ 见 余 家 荣 , 复 变 函数 ,人 民 教 育 出 版 社 ,1979 年 版 ,第 198 页 . 
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人 
一 ti 


设 G 是 以 分 段 光滑 简单 闭 曲线 六 为 边界 的 有 界 闭 区 域 . 设 


亡 太 一 及 连续 , 并且 w(z) 是 有 关 Dirichlet 问题 的 解 . 


Ye>0 36>0, 只 要 5,5'ET， 并 且 |6 一 6'| <5, 就 有 | 了 (6) 一 


f(6e)|<e. 


在 夏 上 按 反 时 针 方 向 依 序 取 有 限 个 点 6152，…, 2x 使 1541 一 
esl <o6; 把 6 及 &x41 之 间 个 上 的 碧 依 序 记 作 Tailk=1,2, » ,nn; 


Ce 一 上 


因为 YEEePm，y1o(5 Po G) =1, 所 以 VzEGUT, S10 (z, 
k=1 k=1 


Ts, 0 =1, Ain(e) = Dus) ole, Ti, 0). 
VE5EFs 作 和 式 
= 习 KEDoleFog) 
我 们 有 : VET， 
0) (0) = LF) —f (ED) Jol, 7 0), 


于 是 
lu(6) —2* (0) | <e, 


由 调和 阔 数 的 极 值 原理 , YzEGU7,， 


|u(z)—u*(z)| < 


maxltiu-tri>0 


因此 w(z) 可 写成 下 列 形式 ; 
u(z) =| f(O oC, Ce,G)。 


lim x (2) =u(%¢). 
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(2. 15) 


特别 , 当 召 是 由 矿 上 有 限 条 弧 组 成 ,并 且 取 
CEB) 
A -= (EET\E) 
时 ,由 (2.15) 将 
ao(z,B,G) 一 | Lo(z 开 ,9)， 


最 后 举 出 调和 测度 的 一 个 应 用 . 
定理 2.2 设 有 界 区 域 6， 其 边界 六 及 三 的 予 集 刀 同上 ， 设 
1 (z) 在 世上 解析 ,并且 ， 
<M, (2EE); 


上 (2 i (zET\E), 

其 中 Mi 及 M。 是 有 限 正 数 ,那么 Y2EG， 

ln |f(2)| vw (2, BE,G)ln M+ (~—o(2, Bb,G))1lnM,. 

(2. 16) 
证 VEED, w(t,B,，G)+o(t, T\B, G)=1, 因此 YzEG, 
wz, IT\B,G)=1—o(z, EB,G). 

令 4={z1f(z) 二 0,zEG) ,那么 函数 

“(2)=ln|f(2)|—o(z, BE, GInM~o(z, TT\E, @) lnM, 
在 G\4 内 调和 .VEET, limu(z)<<0; VEE4，limu(z) 二 一 co， 轩 


此 ,由 调和 函数 的 极 值 原理 , YzEG, x(z) 魏 0， 证 完 . 
由 定理 2.2 可 导出 Hadamard 三 圆 定理 ， 设 f(z) 在 {zj7i1 志 
12| 魏 73} (71, 7sER) 上 解析 ， VrS[7;,72j; 令 
M(7)=max|f(2)1. 
令 G={z|71 过 1z|<<72}, 矿 =B1U Bs, 其 中 B={2z|]z|==74} 
(1 一 1 2)， 我 们 有 : YzEC， 


| - 
O(2 Bi, GO) = 
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EO DE 


由 定理 2. 2, VzEB， 


taf 1< eel ln Mri) 


1n |z| 一 1ny1 
i NM 
1a7 — lnr, ln! (72), 


从 而 YrELriyrs]， 
InM (7) < a InM (ri) 


lnrs— ln7 


ln7?— ln7i 
ll nM 。 
ln73 一 1a7i InM(rs) 
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第 七 章 工 函数 和 了 函数 


31 TT 函 数 
1.1 栈 (z) 的 积分 定义 ”在 数学 分 析 中 , 我 们 早已 定义 过 
T(z)=| ertidt,#>0, (1. 1) 


它 称 作 工 (Gamma) 函 数 ， 它 对 一 切 +>>0 连续 , 且 任 意 阶 可 微 ,并 
可 在 积分 号 下 求 导数 ， 它 有 递 推 公式 


T(z+1)=2T (2), x>0, (1. 2) 
-因而 是 阶乘 1 的 推广 : 
Tn-t1)=n!, n=0, 1 2 (1. 3) 


在 本 章 中 , 我 们 将 把 工 函 数 的 自 变量 推广 到 复数 z， 使 它 成 为 
z 的 亚 纯 函数 ,并 讨论 它 的 一 些 性 质 ， 

首先 ,在 (1. 1) 中 ,把 4 改 为 复 变量 x, 而 定义 

T(z) = ett, Rez>0, (1. 4) 
这 里 娠 -1 理解 为 exp{(z 一 六 lnt( 以 后 恒 用 la 表示 对 数 取 实 
值 )， 在 布 半 平 面 D:z 王 Rez>0 中 ,由 于 
ez =e-'t*-!, 
所 以 ( 水 右 端 的 积分 在 了 D 中 绝对 ,内 闭 一 致 收敛 ,因而 了 (z) 在 D 
中 连续 . 此外, 它 还 可 以 在 积分 号 下 求 导 数 : 
T'(z) =| mi .e-itz-lgt， 及 ez>>0 


:这 是 因为 
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| lnt 太 et 一 |latle-4t05 x>0, 
而 易 证 
je 
| Int le-ite-!at 
0 


在 0<z<< 十 oo 中 也 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 于 是 ， 荆 (z) 就 是 右 半 平 - 
面 DD 中 的 全 纯 函数 ， 且 不 难 证 实 ,T(z) 的 各 阶 导数 可 在 (1. 4) 中 
积分 号 下 求 导 而 得 ， 

我 们 将 进一步 证 明 :下 (2) 还 可 解析 延 拓 到 整个 复 平面 而 成 为 
一 个 亚 纯 函 数 , 目 以 2 二 0, 一 1, 一 2,… 为 单 极点 ， 

为 此 ,将 (1. 分 改写 成 


1 +% 
T(z) = ea [. et7-1gt 


=91(2) 十 Pa(Z). (1. 5) 


2:(2) 也 是 刀 中 的 全 纯 国 数 ， 将 e… 展开 成 上 的 等 级 数 ， 则 当 Rez: 
>0 时 ， 91(z) 可 写成 


pi1(z) = |。 a ee 


(—1)" ， 
-2 (1. 6) 


但 上 式 右 端 中 的 级 数 当 z 冯 0, 一 1 一 2,… 了 时 是 绝对 收敛 的 ， 且 在 
这 种 点 的 充分 小 邻 域内 一 致 收敛 ， 故 它 表示 一 个 在 全 平面 中 的 亚 
纯 国 数 ， 显 然 以 2 一 0 一 4, 一 2,… 为 单 极点 ， 我 们 已 证 (1, 6) 式 当 
Rez>0 时 成 立 , 因此 925(2) 经 解析 延 拓 后 就 是 这 样 的 函数 ， 另 一 


方面 , 显然 pa(z) 二 |，e-1t*-'dt 对 任何 复数 > 绝对 收敛 , 且 可 在 


积分 号 下 求 导 数 ( 证 法 与 前 类 似 ), 因此 它 是 一 整 函数 . 这 样 ,T(z) 
已 解析 延 拓 为 全 平面 中 的 亚 纯 函数 ， 以 2 一 0 一 了 一 2， … 为 单 极 
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点 , 且 可 表示 成 


(一 也 机 
T(2)= 三 if etts-1dt; (1.7) 


此 外 , T(z) 在 4= 一 n 处 的 留 数 显然 为 (二 
顺便 看 出 ,恒等式 (1. 2) 也 可 解析 延 拓 成 
T(z+1)=2T (2), 2#0, —1, 一 2 (1. 8) 
1.2 丁 (z) 的 无 穷 乘积 表示 本 段 中 将 给 出 T(z) 的 另 一 种 有 


用 的 衣 示 法 , 即 无 穷 乘 积 表 示 . 
考虑 一 整 国 数 


F(z) -oz 让 (42 0. 9) 


其 中 为 一 常数 ,其 值 下 面 再 确定 ， 这 里 用 了 因子 e%， 以 保证 无 
穷 乘积 收 敏 ( 见 第 三 章 ,L 4 例 1)，F(z) 显 然 以 z=0, 一 1, 一 2,…… 
为 单 零 点 . 这 术 

f(2) = -ee -limn 2 


en :下 (4 PAE 到 ~ T(t) 


no 家 


| 二 (1. 10) 
TC CE 

就 是 一 亚 纯 函 数 ,以 z=0, 一 1, 一 2, … 为 单 极点 ， 我 们 如 果 把 C 取 
为 Euler 常数 ， 


C= lim (i lnn) =0.5772157.., 


nF?t+to 
m=1 


钢 j(1. 10) 又 可 写 为 
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ee mia sse bd 


, n!1n® 
f(2) = lim aT .02TF 


其 中 二 exp {zlnn}, 因 为 


且 对 固定 的 2 天 0， —1, —2， “°° 分 式 
n! 
Zz(Z 十 1)…(z 十 7) 


有 界 . 
另 一 方面 , 我 们 来 考虑 函数 


F, (2) = 上 (二 1z-101 Rez~>0. 
0 


(1. 11)， 


(1. 12) 


和 工 (2) 一 样 ， 易 证 F(z) 也 是 忆 中 的 全 纯 函 数 . 在 (1. 12) 中 令 - 


1 一 2T, 则 可 写 
及,(z) = 好 | (Ded, Rez>0; 
经 7 次 分 部 积分 , 又 可 得 


一 nl!ln” rz- 
F(Z) Zz(z 十 1) (z+n—1) | 的 


一 RIN 
z(Z 十 1)…(z 十 1) 


现在 我 们 来 证 明 : 
LT' (2)=limF,(z), Rez>0, 


或 即 ， 


lim | | 一 (- ea =0, Rez>0, 
N+od 0 1 


当 0&t<n 时 ， 
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(1. 13)* 


(1. 14)* 


(10° 


从 而 


- (1 十 和) et, (二 <e-。 


.因此 ， 
o<e 一 (= 
1 名 
2\n 
< 
st £7 £2 n~l _ 2 
一 6 1+(1 一 生 )+…+( 一 与 ) |<。 :去 
所 以 , 当 z 一 z 十 1 xy>>0 时 ， Ve 


"| tf Vr] | 
Ne (1-£) | iat < ridt<Lr(s) 
令 -> 十 co, 便 证 得 (1 14)' 或 即 (, 14), 也 就 是 - 


Fa = lim In 


1 
nasa I) (tin) (1. 15) 


其 中 n* 二 exp{zlnn). 
与 Q. 11) 比 较 , 可见 f(z) = 下 (z)， 亦 即 , 我 们 得 到 了 工 (2) 的 
无 穷 乘积 表示 式 : 


TD)= 一 一 一 一 一 (1. 16) 
z 开 (1+ 亏 )e 训 


斋 俐 我 们 还 得 到 了 工 (z) 的 极限 表示 式 (1. 15)， 
从 Gl. 16) 也 立刻 可 以 看 出 荆 ( 罗 以 z 二 0， 一 了 一 2,… 为 单 极 
点 ;此 外 ,还 可 署 出 ,T(z) 根 本 没有 零点 ， 于 是 ， 


让 了 一 ec IE) (1. 17) 


:是 一 整 函 数 ， 以 2 一 0, 一 1, 一 2， … 为 单 零 点 。 
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从 (1. 16) 还 可 看 出 , 恒 有 
T(z)=T(02); 《L 18) 
而 当 * 取 实 值 时 ,T(z) 也 取 实 值 . 
作为 (1. 16) 式 的 一 个 重要 应 用 , 我们 来 导出 (2) 和 sin zz 之 
闻 的 一 个 重要 关系 式 ， 因 为 熟知 ， 


所 以 ， 
TCD)T(-- 纺 = 一 一 一 一 -一 1 一 
<“ 
= 一 一 (1. 19) 
下 由 4. 8) 知 ,一 2 (一 z)=L(1 一 z), 故 上 式 又 可 写 为 
Ta)T(1— 2) = Te ， (1, 19) 


特别 ,如果 令 = 一 亏 , 则 有 
| r( 二 | 一 克 。 
但 由 (1 1 知 , 当 xz 盖 0 时 下 (z) 0, 故 知 
(于 )=V 元 (1. 20) 


此 式 在 数学 分 村 中 用 别 的 方法 也 曾 证 明 过 . 
13 工 (%) 的 线 积分 表示 ”在 本 段 中 ,我 们 还 将 给 出 工 ( 幼 的 


@ 此 式 容易 证 明 : 右 端的 无 穷 乘 积 对 任何 z 绝对 收 鳅 , 且 在 任何 有 界 域 中 一 致 收 : 
做, 故 为 一 整 函 数 , 旦 它 与 sinz 有 相同 的 零点 ,因此 它们 至 多 相差 一 个 常数 因子 ,再 


由 S02>1( 当 4->0) ,立即 可 证 b=1， 
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另 一 种 用 线 积分 的 表示 方法 . 

将 复 平面 沿 负 实 轴 章 开 , 所 得 区 域 记 作 G. 作 一 有 向 昌 线 ?4?: 
沿 负 实 轴 下 岸 从 一 4 到 一 e( 为 充分 大 的 正 整数 ，s 为 充分 小 的 
正 数 )， 再 沿 以 z= 0 为 中 心 ，e 为 半径 的 圆周 0, 反 时 针 方 向 环行 
一 周 ,最 后 沿 负 实 轴 上 上 岸 从 一 e 到 一 2 为止， 考虑 函数 

加 (一 | et (1.21) 
其 中 纪 * 理解 为 exp{ 一 zLnt}，, 且 在 剖 线 下 岸 圭 处 , 取 
Lnti 一 laltil 一 Im 
于 是 texp{ 一 zln|t| 二 iwxz}， 而 在 上 崖 tt 处 ，#7? 二 
exp{—zln|t|—ixz)}. 

我 们 注意 , (1. 21) 右 端 的 积分 和 e 的 选取 无 关 ， 因 为 , 任意 固 
定 2 后 ， 被 积 函 数 ec-: 作为 上 的 函数 ， 在 G 中 全 纯 ， 正 因为 如 
此 , 故 把 它 记 作 多 (2z) ,而 不 必 标 出 。 

当 -> 十 co 时 ，y,(z) 的 极限 一 定 存在 ， 这 是 因为 ， 当 |z|= 
1z 十 讶 |<R 时 ,我 们 有 


[pa+p C2) — pa(2) | ,exp{t—zln|tl—inz)} dt | 


| 
| 


委 2 


| 

十 | exp{t—zln|t| tinz}at | 
-+Pp) 

| 


7 
exp{t—zln|lt|+aly|}at 
?) 
名 十 卫 
=2| e-'t-re"riat 


n+P 
<2e"| et 
La 


而 | et 已 知 是 收敛 的 , 故 由 Cauchy 准则 便 得 所 要 结论 .而 
且 还 可 看 出 , 这 个 收敛 性 对 于 1z| < 还 是 一 致 的 ， 但 因 yn(2) 是 
一 整 函 数 , 故 由 忆 的 任意 性 知 ， 当 n> 十 oo 时 ， 加 (人 将 在 全 平面 
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中 内 闭 一 致 收敛 于 一 整 函 数 y(z), 且 可 写 
(2) 一 lim (2) = | co e't radt, (1. 22) 


其 中 中 是 沿 负 实 轴 下 岸 从 一 cc 到 一 e、 再 沿 C, 反 时 针 方向 环行 
一 周 , 最 后 沿 负 实 轴 上 岸 从 一 e 到 一 co 的 曲线 . 

此 外 ,如 果 Rez 二 1, 则 在 以 上 诸 积 分 中 , 可 以 取 e=0( 即 不 必 
作 圆 周 C.)， 这 是 因为 ,在 C. 上 ， 令 i=ee™*( 并 设 e<1),z==z 十 
iy,7 过 1, 则 


|e't -| =expleeosb+zln 二 二 加 ee 
故 


| ert-at [<2rer-rerm, 
Ce 


由 此 可 见 , 当 e->0 时 , 上 式 左 端 中 的 积分 也 趋 于 零 ， 这 样 , (1. 22) 
可 改写 为 


D(z) =| 四 ett 20 Rez<1, ~ (1. 22) 


其 中 y 史 是 沿 负 实 轴 下 岸 从 一 co 到 0. 再 从 0 沿 负 实 轴 上 岸 到 一 % 
的 曲线 .将 此 式 详细 写 出 ， 


“ ‘ro 四 
yz)=| exp{t—zln|t|+inz}dt 
| 
-| exp{t—zln|t|—inxz}at 
十 oo 十 om 
=ec| ee e-it-*as 
0 0 
+% 
=2isinzz | e-'t-*adt., 
0 
但 因 Re(1 一 z) 汪 0, 故 由 (1. 4) 知 ， 
| ea [MC =T(1—#), 
0 0 
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因此 ， 
#(x)=| ott™sdt =2isin raT (1—), Rez<1. 


vr 


(1. 23) 
人 (1 一 加以 z==1,2,… 为 单 极点 , 这 些 点 正好 是 sin rz 的 零点 , 故 
(1. 23) 的 右 端 是 z 的 整 函数 ， 由 于 已 知 儿 (z) 也 是 整 函数 , 故 在 全 
平面 中 ,应 有 、 

#2)=| e't-*dt =2isinazT (1—z). (1. 24) 


当然 , 如 果 Rez 之 1，(1. 24) 中 的 ?是 不 能 换 作 pW” 的 ，(1. 24) 
还 可 改写 为 


DO- ert~dt. (1. 25) 
“yte) 
如 果 把 z 改 为 1 一 z, 则 得 我 们 所 需要 的 表示 式 
To) = ss | ec， (1. 26) 
此 外 ,利用 (1. 19) ' 式 , (1. 25) 还 可 改写 为 
1 1 Lp-z 
re ni dt, (1. 27) 


这 是 整 函 数 1/T(z) 的 线 积分 表示 式 ， 

1.4 Stirling 公式 ”本 有 段 将 讨论 T(z) 当 ?一 oo 时 的 渐 近 性 
态 。 但 要 先导 出 一 个 下 面 要 用 到 的 有 关 积分 的 初等 等 式 ， 
”” 设 上 是 实数 . 象 通常 那样 , 记 [ 羽 为 二 的 整数 部 分 ,而 记 { 癸 = 
# 一 [为 所 的 分 数 部 分 ,[ 切 和 { 身 当 上 不 是 整数 时 连续 , 且 { 寻 以 


1 为 周期 . 当 8 一 1<4 < 8(1 为 整数 ) 时 ,一 [了 ] 士 b 4 一 1 二 本 = {t} 
1 1 1 ,1 
一 生 也 以 1 为 周期 ， 且 一 二 < 从 一 十 < 十 

今 设 (让 为 i 这 0 时 的 ( 复 值 ) 阔 数 ， 且 f'(!) 连 续 ， 因 此 ,对 
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任何 自然 数 ,有 
TD 一 | f= -| Fatt 
一 GD 六 1 
-0 0 ho 
令 8=b 2 代入, 并 相 加 ， 则 得 
pa KAKA a A 
或 了 
po AL i RAL 


(1. 28) 
这 就 是 我 们 下 面 要 用 到 的 等 式 . 
今 考虑 T(z) 的 表示 式 (1. 15)， 仍 设 zEG( 沿 负 实 轴 害 开 的 复 
平面 )， 在 其 两 端 取 倒数 并 取 对 数 , 得 


Lnra lim D3 {Ln(z+h)—1n(14h)}— (2— 1)lnn), 


级 字 十 


其 中 Ln(z 十 ) (k=0, 1 1) 已 取 定 一 连续 分 支 ， 使 z=1 了 时 
Ln(14h)=ln(1+b). 
在 (1. 28) 中 , 令 f(t)=Ln(z 十 )( 视 zEG, 固定 ), 则 有 


DILnGsth— [LnGet at =L2t Tet 71,02), 


这 里 已 令 


1 
,{t} 
1 -a (L 29) 


但 因 
，152 。 


| inti =(z+n)Ln(z+n)—zLnz—n, 
所 以 


DLn(a+th) = (ein 有 十 一 §) Ens+tn) — (2s 一 吝 )inz 


i 一 十 1,(2). 
在 此 式 中 令 z=1 代入 ,并 与 此 式 相 减 ,得 


SCLn(z+ 及 一 in(1 十 区] = (3 Ent) 


pe 
一 (n+ 主 jin(1+) 一 (Dent (2) ~—1,(1). 
于 是 ， 
Lnpesy = lim |(2+)Ln(at n) —(n+)Lnlt) 
一 (2 一 计 -ns DLnnt To) I.(D)}. (1. 30) 
将 此 式 中 含 对 数 的 诸 项 改写 一 下 : 
(2— DELn(z+n)— ln] (e+ 号 )[La(z+ 四 一 LaGL+m] 


一 (到 )Lnz= (zs—1) [Ne 上 (n+ 3 人 ”和 
人 
; 一 (2 一 言 )Lnz (1. 31) 


其 中 所 有 积分 当然 要 滑 G 中 的 路 径 例如 直线 段 进行 ， 
再 将 1,(z) 进 行 变换 如 下 , 令 


?C0)=| (全 一 二 Ja 
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注意 到 {0) 一 村 以 1 为 周期 , 故 ' 


| (全 -到 jat=| ,((0-3) t=|(: 一 吝 )at=0， 
因此 : 
?C0=[ (2-3)=[ (二 jar 
这 里 已 作 代 换 r= 一 [要 .所 以 ， 
9(1)= 雪 {人 (从 一 DD 


由 此 可 见 , p(t) 也 以 1 为 周期 ， 这 续 ( 包 括 台数 的 点 )， 是 当 大 
为 整数 时 p(x) = 0, 又 
1 -一 


<r(t)<0. 


在 (. 29) 中 进行 分 部 积分 , 则 得 


-| p(1) p(t) 
fa(2)= 十 | 外 he 


因此 ， ， | . 
因为 必用 二 可 分 玫 和 入 二 GD 
这 样 ,以 (1. 31), (1.32) 代 入 (1. 30), 便 得 


Tv /1 +” p(t) 
LnFC 一 (2 1) € 2)inz 二 Cai 
”Op 人) 
-| a . (1. 33) 
我 们 来 估计 (和 志 32) 中 的 积分 ， 设 A>6. 作 一 六 带 形 域 0。 去 
{z=z+iylz<A, |y|<A}. 当 zE CA 时 ， 1 


[< 3|, Brrr 
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=EGA 有 两 种 情况 ; 或 者 + 宇 A, 或 者 x<A 而 |y| 之 A. 当 xz 之 A 时 ， 
to ~ gt re i 1 
| tryrrr<|, GF: SN; 

当 z<A, 1y| 宇 A 时 ， 


i _l1 一 开 
| erp’ -ms tae) IAT .1 
所 以 不 论 如 何 , 恒 有 | 
| p(t) x = 
| Djrai| < 二 ,< G, . (1.34) 


现在 再 考虑 一 角形 区 域 D,= {z|[ | argz|<x—e} Ce 为 小 于 子 的 


任意 正 数 ). 我 们 要 在 这 一 角 形 区 域内 渐 近 估计 T(z)， 首 先 我 们 
来 证 明 ， 1 


. p(t) 
im] C= =0,2ED,. (1. 35) 


任 给 A>0， 则 必 存 在 充分 大 的 
如 =R(A,e)， 使 zED, 且 |z|>> 、 
RR 时 必 致 2EG,( 见 图 7. 0): 因此 ,6 一- 一 术 
对 天 沪 种 am (1. 34) 式 成 立 , 亦 一 
即 (1. 35) 式 成 立 . 图 7.1 

注意 , e>0 可 任意 小 ， 故 (1. 35) 实 际 上 在 除 掉 以 负 实 轴 为 平 
分 线 的 任意 小 角 域 之 外 应 成 立 , 且 一致 地 成 立 ， 

我 们 还 要 计算 出 下 列 实数 ， 


(1. 33) 中 , 令 和 > 并 取出 实 部 ,得 


1 ny p(t) _ 
Te Td er 
得 由 (1. 19)， 


ea SS 


1 ” iysinsxy yshny 
一 Ts 


TOGDTCC a 
而 了 (一 四) = 工 (9) ， 故 
1 yshxy 


ITGD, x 


代入 前 式 ， 笋 有 
1 
2 


hz 111 区 2 ”0) je 
ln 六 ”一 1+ 瑟 ng 十 于 十 Re | Grdt Coy 


亦 即 
1 . TI ft EY 
Elnshay Ny] 1+ lat Re[ rd Co 
在 此 式 中 令 y-> 十 co， 易 证 
. , ei—e"y 
ddim, (lnshy— ay) 二 dimln gon = 一 jn2， 
又 由 (1.35) (注意 到 y 充分 大 后 , iyED,), 最 后 可 得 


oo= 记 ln2r 一 工 


这 样 , (1.33) 成 为 
1 _ (上 rs— lin2sxt (2 
Ln ™ : Ge 3 )inz |- 才 D ln2x 十 [| tt 
| | %EG, 
或 即 


=e rexp| -2 | re0, 
. (1. 36> 
其 中 z 二 exp|(: 一 二)Laz |， 县 Ln 为 当 4 取 正 实数 时 取 实 值 
的 那 一 支 . 
当 zED, 而 令 *->co 时 ， 由 于 《1. 36) 中 的 积分 以 0 为 极限 ， 


故 知 
“156， 


EE TE ED 


im 到 一 
4 


或 者 ,写成 汤 近 式 子 ， 


=1, zED,, 


Fw 下 zED, (z->oo)， 《1.37》 
(1. 36) 和 (1. 37) 都 称 为 Stirling 公式 . 
当 z=n 十 1 为 自然 数 时 , (1. 37) 成 为 
nV nt)" tes- 
但 易 见 . 
oo 
故 又 有 
nvma(s). 8) 
这 便 是 我 们 所 熟知 的 4! 的 渐进 公式 ,也 称 为 Stirling 公式 . 


“$2 泛 数 B(z, 4) 


2.1 复 变 量 B 函 数 的 定义 ”现在 我 们 将 对 实 变 元 的 B(Be- 
ta) 函 数 B(p,g) 也 作 复 变 量 的 推广 ， 我 们 熟知 ， 它 和 FT 函数 间 有 
着 密切 的 关系 ， 我 们 将 看 到 , 这 种 关系 对 复 变量 情况 也 仿 保 桂 着 . 
我 们 定义 由 
B(z,c) = | ea- 一 Deas Rez>0，Rec0， 


| 《2. 1》 
其 中 好 -1=exp{(z 一 1)Intj， (1 一 四 和 = 一 exp{( 一 Din(1 一 引 )， 
和 ;1. 1 中 一 样 , 易 证 (2. 1) 右 奖 的 积分 绝对 收敛 , 且 是 Rez>0， 
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月 所 >0 中 的 二 元 全 纯 函 数 ， 显 然 还 有 
B(z,£)=B(E,z). (2. 2) 
如 果 令 i 二 cos”0, 则 可 得 B 函数 的 三 角 积分 表示 起 


B(z,6) =2| cos*-'0sin’-'0d0, Rez>0,Rel>0, 
(2.1)/ 
其 中 cos2z-10 一 exXp{(2z 一 1 Incos0), 
sin?:-10=exp{(26— 1)1n sin0}. 
2.2 B 函数 和 FT 函数 的 关系 ”就 实 变量 而 言 ,B 函数 和 工 函 
数 间 有 关系 式 


_rOWT Cg) 
B(p,g) = TF) 
我 们 将 证 明 , 此 关系 式 对 复 变量 也 成 立 : 


_T(z) T(E) 
D0) = Tt 


先 设 Rez> 1,Ret> 于。 于 是 ,由 (1.4， 


T(z)T (€) 一 | es 
0 0 
一 人 eee. | . 
=4lim [|e- +" tgre-iggs, 
， D370 - 加 
其 中 De 是 正方 形 [0<1<R,0<s<RJ， 它 又 可 写 为 
OTE)=4| et trer-igids, 
-这 里 刀 是 第 一 象限 这 个 无 穷 区 域 因为 上 式 中 右 端 积分 在 刀 中 绝 
对 收 敏 )， 作 极 坐标 变换 1=pcos9, 1 二 psin0, 则 得 


+oo 
0 


PPT = 人 | e- (peos0)’-!(psind) "ipdpa 
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-让 ee202(2+0 100D。 二 cos?z-10sin2-1060， 
但 国 Re(tz+ 6) 二 故 再 由 (1. 44)， 
rtd=), @-tt 2+t™ Dat= 2 e-22020t0 -1gp. 
S. 0 +{ 过 > 
这 样 , 由 (2. 1)" ,前 式 就 是 


TP (WT (6)=T (2+6) .Blz,¢), 
于 是 (2. 3) 成 立 . . - 
我 们 虽然 是 在 Rez>, Rec> 的 限制 下 证 明了 (2. 3) 式 。 
但 由 于 其 两 跨 都 是 Rez> 0,Rec> 0 中 的 全 纯 函 数 ， 故 它 对 Rez>- 
0,Rec>0 也 成 立 . 
,村 步 , 因为 T(z) 是 全 平面 中 的 亚 纯 函数 ， 以 z=0, 一 1 
… 为 单 极点 ,而 IC(s) 为 整 函数 , 所 以 如 果 利用 (2. 3) 式 ,可 
本 可 作 角 检 下 使 其 定义 域 扩充 到 一 切 zj 天 0 一 D 一 2， 
… 而 成 为 二 元 亚 纯 函数 . 因此 ,可 以 认为 (2. 3) 式 对 所 有 这 种 z， 
《 恒 成 立 . 
从 (2. 3) 以 及 T(z) 的 递 推 公式 (1.8), 也 可 得 到 B(z,《) 的 递 
推 公式 ， 例 如 ， 


B(s E+1) = B20), ZE=0, 1, —2,.. (2.4) 


注意 ， 即 使 :二 一 0， 此 式 仍 成 立 ， 因 为 这 时 B(z,6) 的 表达 式 
(2.3) 中 ,z+5=0 是 /D(z 二 5) 的 零点 . 
关于 (z) 和 B(z,5) 的 进一步 性 质 ， 可 参看 更 专门 的 书籍 
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第 八 章 : 权 贺 函数 


$1 定义 及 一 般 性 质 


1.1 权时 函数 的 定义 ”我 们 都 已 熟悉 一 些 在 全 平面 中 的 周 
期 解析 函数 , 如 e*( 以 2xi 为 周期 ),sinz( 以 2 为 周期 ),cotz( 以 = 
为 周期 ,但 具有 单 极点 z=0, 士 x, 士 2r，…) 等 ， 它 们 都 是 单 周期 
的 ， 亦 即 , 它们 各 只 具 一 个 独立 周期 ,而 其 它 周 期 都 是 这 个 周期 的 
整数 倍 . 本 章 将 讨论 在 全 平面 中 双 周 期 的 解析 函数 . 这 种 函数 具有 
两 个 独立 的 周期 ， 即 其 它 周期 一 定 是 这 两 个 周期 的 整 系数 线性 组 
合 ,但 函数 本 身 又 不 退化 为 单 周 期 (或 常数 ) 者 . 象 cotz 那样 ,我们 
允许 函数 有 极点 ， 但 不 允许 有 本 性 奇 点 co 点 除外 )， 详 细 说 明 
如 下 , 

设 oo “是 两 个 复数 , 艾 不 为 0， 且 Im2r 天 0. 


定义 1.1 一 亚 纯 函 数 f(z), 如果 以 2 2o" 为 周期 ， 亦 即 ， 
对 复 平面 中 任何 点 z, 恒 有 

f(z+20%")=f(2), f(z+20") =f(z), (1.D) 
则 称 了 (2 为 “ 精 网 困 娄 四 


我 们 限定 Im2 天 是 必要 的 ， 因为 否则 的 话 ， f(z) 将 退化 为 
单 周期 的 (如 果 w/w’ 为 有 理 数 ) 或 常数 (如 果 w”/w' 为 无 理 数 ). 
我 们 不 考虑 退化 为 常数 的 椭圆 函数 ， 以 后 讲 的 椭圆 函数 都 是 


指 非 退 化 的 ， 非 退化 的 椭 辐 函数 的 确 存在 ， 这 将 在 以 后 证 明 ， 这 
。160 。 


里 先 作 一 些 一 般 性 说 明 . 

以 0,2@ 2o' 十 207 ,2a/" 为 顶点 的 平行 四 边 形 称 为 f(z) 的 
周期 平行 四 边 形 ， 如 果 在 其 内 或 边 上 ( 除 顶 点 外 ) 不 存在 点 能 使 

f(zt 0) =f (2 
对 一 切 季 成 立 附则 称 此 四 过 形 为 基本 周期 四 边 形 或 基本 胞 及 (这 
时 不 可 能 出 现 “ 更 小 ”的 平行 四 迎 形 也 是 周 坪 四 边 形 ), 记 作 Po, 而 
2o' ,2o” 称 为 j(z)》 的 基本 周期 ， 如 把 Po 作 2ma@' 十 2n0c (m,n 
为 整数 ) 的 平移 , 贿 可 得 许多 向 期 四 边 形 ， 整 个 铺 满 全 平面 而 形成 
一 个 网 络 ， 取 定 4 后 ,点 4 一 :十 2ma' 十 2no" 称 作 与 z( 周 期) 食 
同 ， 记 作 
AH=2mod 2%, 20''). 

显然 f(z') = f(z)， 如 果 记 Tm 为 把 z 映 成 z 的 线性 变换 ， 则 
{Tn} (ma 一 0 土 1, 二 2,… ) 构 成 一 变换 群 , (2) 的 值 当 z 在 这 个 
群 中 元 素 变换 下 不 变 . 


， i | r 20 十 2 
以 后 我 们 不 妨 这 样 规定 o" 和 2 3 
wo ' 的 次 序 , 使 0, 2o 2o' 十 2 ， Ts 
2o…, 0 形成 P 顶点 的 一 个 反 时 如 
针 向 排列 (图 8. 六 ， 这 就 等 价 于 0 mm 26 
要 求 “图 8.1 
Im® ,>0. (1.2) 


以 后 恒 作 此 假定 ， 户 , 的 皮 时 针 向 边界 记 作 厂 ,而 其 四 个 有 向 边 分 
别 记 作 古 ;, 开矿 4 如 图 8, 1 所 示 . 
还 可 注意 ,如 果 不 用 2o', 2o", 例如 改 用 2%',2@' 十 26”"， 也 

可 作为 f(z) 的 基本 周期 ,这 从 几何 上 容易 看 出 . 
我 们 常常 假定 在 厂 上 既 没 有 f(z) 的 零点 ， 也 没有 极点 ;否则 
的 话 ， 只 要 将 复 平面 作 一 微小 平移 就 可 达到 目的 ， 因 为 在 这 些 零 
a 了 G 了 了 。 


点 .极点 附近 不 会 再 有 这 种 点 ， 

在 本 章 中 讲 的 椭圆 函 数 ， 部 是 指 的 有 相同 周 期 才 ， 亦 即 20 ， 
2w%” 始终 不 变 。 以 后 不 再 一 一 声明 . 

1.2 桶 加 函数 的 性 质 下 面 讲 梯 回 函数 的 一 些 简 单 性 质 

性 质 1 . 椭 贺 申 数 的 和 , 差 , 积 , 商 仍 是 椭圆 函数 (包括 常数 ); 
定 加 函数 的 各 附 导 歼 也 是 实 图 汪 数 

这 由 (1. 31 显然 ,， 


性 质 .2 椭 回 函数 在 基本 胞 下 Po 中 零点 和 极 点 的 个 数 均 
有 限 .. 

这 由 亚 纯 函数 的 定义 可 知 ， 

性 质 3 椭圆 函数 f(z) 在 基本 胞 腑 Po 中 诸 极 点 留 数 之 和 

这 一 和 数 可 由 下 式 给 出 : 


_ 1 1 
N= | fC)ds= 27|,, f(z)dz. 


但 由 (2) 的 双 局 期 性 , 显然 | = 一 | ,| = 一 | , 故 =0. 


性 质 4 椭 回 函数 /(z) 在 基本 胞 腔 P 的 闭 包 上 取 。 值 的 点 的 
个 数 4( 计 及 重 数 ) 与 。 无 关 , 但 在 厂 上 ， 周 期 合同 的 点 只 能 算 同 
一 点 . . 

如 前 , 不 失 一 般 性 , 仍 可 设 三 上 于 (2) 一 无 零点 也 无 极点 ， 设 
f(z) 在 Ps 中 有 到 个 极点 ( 计 肥 重 数 ), 则 由 辐 角 原理 ， 

_ (0 
gr) Fe 

但 由 性 质 1 上 式 中 被 科 函 数 也 是 椭 回 函 教 ， 故 由 性 质 3, 知 8 二 
这 就 证 明了 我 们 的 论断 . . 


这 个 共同 数 2 称 作 本 圆 赣 数 (3) 的 阶 数 ， 它 也 是 f(z) 在 Po 中 
~" 62 。 


极点 或 零点 的 个 数 ， 

性 质 5 不 存在 0 阶 和 1 阶 的 椭圆 踊 数 . 

椭圆 俏 数 f(z) 不 能 是 0 阶 ， 因为 它 总 要 取 一 切 值 ; 也 不 可 能 
是 1 阶 , 因为 否则 的 话 , 它 将 在 Ps 内 只 有 一 个 单 极点 ,其 留 数 闫 0， 
与 性 质 3 相 违 . 

这 样 ,椭圆 函数 至 少 为 二 阶 。 以 后 将 证 实 确 有 二 阶 (因而 取 导 : 
数 后 更 高 阶 ) 椭 贺 函 数 . | 

性 质 6 设 % 阶 椭圆 函数 f(z) 在 基本 胞 腔 Po 内 有 零点 av 
… ,4n( 可 重复 ), 极 点 51,…,b.( 可 重复 ), 则 必 

i+ 二 D+ bi (mod20’', 20"'’). 
由 推广 的 辐 角 原理 知 ， 


1 ( > 了 (2 72 一 
2 元 了 | fz) ) 2 一 一 p32 
但 另 一 方面 ， 


1 fF f(z) 1 Sf sf (2) 
zt) “72) 2 = | fe) 


,1 f°(2) ,fF (z+20'') 
-| 了 (z+20 ) no 


1 f'(2) ,ff (z+20) 44 
| f(z2) 一 (二 20 ) F024 2s) 和 


-Rr | 


= 一 于 {20" CLnf(z) 了 十 20'[Lnf (2)]r,), 
ni 


其 中 两 个 方 括号 表示 的 分 别 是 Lnf(z) 当 z 沿 六! 或 站 正 向 跑 企 
一 次 时 的 改变 量 ， 由 f(z) 的 双 周 期 性 ,它们 只 可 能 是 2r; 的 整数 
倍 ， 结 论 得 证 . 
此 外 , 我 们 还 指出 ,一 个 解析 函数 不 可 能 有 三 个 独立 周期 (这 
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一 点 我 们 不 去 证 明了 ), 因 此 ,就 带 周期 的 解析 函数 而 言 , 只 要 考 虐 
单 周 期 和 双 周 期 两 种 情况 就 够 了 ， 
”1.3 有 关 二 重 级 数 的 引 理 ”为 了 以 后 的 需要 , 我们 还 要 给 出 
一 个 有 闫 二 重 级 数 的 引 理 .以 盾 恒 记 
mm 二 2me' 十 24w''(m, 为 整数 ， 但 不 同时 为 零 )，。 
引 理 1.1 二 重 级 数 


> 04>0， (1.3) 


当 4>2 时 绝对 收敛 . 
这 里 (和 以 后 ) 2 表示 对 一 切 ?%, 二 0, 土 1, 士 2， … 求 和 ， 但 


_n 二 R= 二 0 除外 ， 

证 前 已 看 到 ,全 平面 被 所 有 基本 周期 四 边 形 划分 成 一 网 络 . 
以 原点 0 为 顶点 的 四 个 胞 腔 拼 成 一 平行 四 边 形 D,， 其 边界 上 有 8 
个 gm 点 (mm 2=0, 十 1,max(| 公 |， [4|)= 二 1)， 将 D, 以 原点 为 中 
心 放 大 两 倍 ,扩大 成 一 个 更 大 的 平行 四 边 形 p= {z1z/2ED,}， 它 
由 16 个 胞 腔 拼 成 ,其 边界 上 有 16 个 Qms 点 (m,n 二 0， 土 1, 土 2， 
max(|m|, |7|) =2). 如 此 继续 下 去 ,一 般 ， 可 得 平行 四 边 形 Du， 
其 边界 上 有 8% 个 Do 贞 (2 一 0, 士 1 土 E，max(jm|, 17|) 
= 及， 所 有 Di(% 二 1,2,…) 边 界 上 的 日 wm 点 将 穷竭 一切 mo 点 ， 
且 无 重复 . 

记 4=min(|e 和 ,|e 1), 则 

| Qns | Sd DuEc3D，， 
类 似 地 ， 有 
19 lhkd, QnnEIDG. 

拓 此 ， 


1 


1 
[Om] .| Sp Qn ED,. 
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-这样 ， 


工 8 


DanncoDE 


由 此 可 见 , 32 TT 的 任何 部 分 和 都 不 超过 


8 1 
但 当 4>2 时 这 是 一 有 限 数 , 因为 上 式 中 的 级 数 收敛 ， 于 是 二 重 级 
数 (1. 3) 当 1 之 2 时 绝对 收敛， 引 理 得 证 . 

容易 证 明 ， 当 4<2 时 (1.3) 不 绝对 收敛 ， 因 为 ， 如 记 d= 
max(|e'|, jw”|), 则 有 
|1Qnrs lk QnnEoD,. 

因此 可 知 (1.3) 的 某 些 部 分 和 都 不 小 于 

8 了 1l 
的 某 个 相应 部 分 和 ; 但 熟知 4 和 2 时 上 面 级 数 发 散 , 因此 (1. 3) 中 各 
项 取 绝 对 值 后 当 4<2 时 也 发 散 ， 


当 4 和 2 时 , (1 3) 本 身 也 发 散 。 我 们 不 再 证 明 ， 只 举 一 例 说 
大, 设 2w'=1426" 二 i， 取 4=2, 则 级 数 (1. 3) 成 为 


: (Mm— nn) ni)? 
之 CE -之 mt) 019 
取出 其 实 部 所 成 的 级 
7 112 一 -四 2 
Cm tT a (1.5) 


考察 其 部 分 和 ”> , 则 由 对 称 性 , 它 等 于 0; 令 N 一 十 co, 其 极 


Oulml,inlIeN 
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限 也 是 0， 再 看 另 一 部 分 和 31 ,由 上 面 结果 知 ， 它 实际 上 是 
Ogimls2N 
OalR lgN “ 


六 ,其 中 各 项 皆 有 me 盖 邓 ， 故 这 一 部 分 和 为 正 数 ， 随 着 增 


YES 
入 | 所 


大 它 也 增 大 而 不 会 趋 于 零 ， 可 见 (1.5) 发 散 ， 从 而 (1.4 也 发 散 . 


2 一 些 重要 的 函数 


2.1 函数 x(z) 最 简单 的 椭圆 函数 是 二 阶 的 . 本 眉 中 将 构 
造 出 一 个 二 阶 椭 加 函数 多 (z), 从 而 说 明 非 授 化 的 椭 回 函数 的 确 存 
在 ， 这 个 函数 又 是 顶岗 函 数论 的 重要 基础 之 一 . 
我 们 希望 作 一 个 椭 回 函数 , 在 基本 胸腔 Po 中 有 唯一 的 二 阶 极 
点 z 二 0， 当 然 Qmn 也 是 它 的 二 阶 极 点 ， 因 此 容易 想到 ,由 下 式 就 
可 定义 这 样 的 函数 : 
z + 《2 一 ! na) 


但 这 是 不 行 的 ,因为 当 z 国定 后 ,上面 这 个 级 数 不 收 全 为 了 克服 
这 一 缺点 ， 我 们 定义 


工 1 1 1 
OWRD het ml ea 
由 于 


1 1 2 —220nn 1 
(2— nn) O05 12.(2— {drm ny) 0 


1.1, > -绝对 收 伍 , 所 以 (2 1) 中 的 级 数 在 这 种 点 附近 ,绝对 、 


n,n 
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一 致 收敛 ， 故 由 它 定义 的 函数 贸 ( 习 当 z 尖 0 和 9 时 有 意义 , 且 解 
析 ， 久 (2) 显然 以 z=0 和 ma 为 二 阶 极点 而 无 别 的 极点 ，W (2) 也 
显然 是 双 周 期 的 , 因为 , 当 把 z 改 为 z 十 2o' 或 z 十 2o" 时 ，(2. 1) 
右 端 无 非 是 各 项 的 一 个 重新 排列 , 这 样 , (2) 确 实 是 一 个 二 阶 李 贺 
-函数 ,以 z= 0 及 其 合同 点 为 仅 有 的 一 阶 名 点 , 8(z) 称 为 Weierstrass 
?函数 . 


~~~~~~~ 


由 (2. 1) 还 可 看 出 , 给 (z) 是 一 个 偶 消 数 ; 


@ (2) = (2); (2. 2) 
显然 负 (z) 在 各 极点 处 的 留 数 为 0. 
在 (2. 了 ) 中 逐 项 取 导 数 (这 是 允许 的 ), 得 
No 1 
"(2) = 2 0 Dy (2. 3) 


它 是 一 个 三 阶梯 加 函数 ,以 z=0 及 其 合同 点 为 三 阶 极点 ， 且 是 一 
奇 国 数 : 
@’'(—z)=— "(2). (2. 4) 
我 们 还 可 继续 逐次 求 导 , 而 得 出 任何 阶 的 椭圆 函数 . 
2.2 函数 5(z) 将 一 个 椭圆 函数 f(z) 求 导数 ， 仍 得 梢 圆 函 
数 疡 (z)， 但 对 f(z) 求 不 定 积分 ,一般 就 不 再 是 椭圆 函数 了 . 
我 们 来 考虑 gp (2) 的 不 定 积分 ， 在 (2 中 有 油 逐 项 取 不 定 积 
分 (不 计 常数 ), 得 


-+2 z= 二 5 二 | 
但 出 现 的 二 重 级 数 易 证 又 不 收敛， 为 了 促 德 其 收敛 ， 应 在 花 括号 
中 再 添加 一 项 一 J 一 《这 相当 于 在 (2. 1) 的 花 括号 中 相应 的 项 自 
0 积分 到 2 ,而 称 
5 一己 (to to 2) 


为 Weierstrass < 鸭 数 ; 换个 写法 , 也 就 是 
， 1 多 机 1 1 
2 ,之 em 


:0 


= 一人 86 一 去 | 才 (2.5) 
其 中 积分 路 径 可 任意 地 到 , 但 不 能 经 过 诸 Qm 点 ， 且 很 清楚 ， 
£1(z2)=—®@ (2), (2. 6) 
而 《(z) 是 奇 函数 : 
E( 一 人 = 一 上 (2)， (2.7) 


由 (2. 5) 看 出 ,5(z) 是 一 亚 纯 函 数 , 以 = 一 0, 0ma 为 单 极点 ， 且 . 
留 数 都 等 于 1， 故 由 $ 1.2 性 质 3,(z) 不 可 能 是 椭圆 函数 . 
由 (2. 6) 知 ， 
(2 十 200) =6"(2), 6 (2+ 20") 一 (2 
因此 , 积分 后 , 知 
《(z 十 2o ) 一 5(z) 二 20， C2260)=6(2)+n7, (2.8) 
其 中 族 ,7 为 两 个 党 数 ， 在 上 式 中 分 别 令 z= 一 2' 和 一 w”, 并 由 
(2.7), 立 刻 可 知 
= n=60"), (2.9) 
所 以 罗 完全 由 周期 20',2w" 所 确定 ,它们 不 能 同时 为 导 ， 我 
们 要 进一步 证 明 , 它们 之 间 存 在 着 下 列 关系 : 
0 一 0 一 子 (2. 10) 
为 此 ， 考 虚 | 5(z)dz， 由 于 &(z) 在 Ps 内 只 有 唯一 音 极 点 


z 二 0, 且 留 数 为 1, 故 
| E(2)dz=2ni. 


另 一 方面 ,由 (2. 8)， 
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| ctz)dz 一 p21 天 E£(2)dz 


此 = 


-| co- -g(a 20") d+ | [GD 一 ts 一 aas 


一 一 277 zz+20 lz 一 一 4 十 4 人 /0 
比较 以 上 二 式 , 便 得 (2. 10). 
注意 , (2. 10) 是 在 (1. 2) 的 条 件 下 获得 的 . 和 如果 Im2r<0， 则 
二 的 环行 方向 为 顺 时 针 向 ,这 时 (2， 10) 的 及 要 政 为 一 二 ti 我 


们 已 恒 设 (1. 2) 成 立 ,所 以 (2. 10) 也 恒 成 立 ; 但 这 一 事实 却 不 可 
忽视 . 

6(z) 虽 非 椭 圆 钞 数 ,但 在 权 贺 销 数 论 中 却 也 很 重要 .利用 6(#) 
我 们 可 以 构造 一 切 岩 狼 函 数 . ， 

设 f(z) 是 一 个 人 隆 ( 闻 2) 构 贺 备 数 , 它 在 基本 胸腔 Po 中 有 天 


个 不 同 极点 cb ax 其 阶 数 分别 为 ?1,…, 7， 改 之 ,7y 一 。 又 设 
_ 了 二 1 
已 知 f(z) 在 极点 a; 处 的 主 部 为 


Cy 。 
元 可 + rt ty 1 了 
由 8 1.1 性 质 3 知 。 
S10,=0. ‘(2.12) 
1=1 


9(2) 一 {onc (sz— 1) 一 cy257 (2 一 0 


了 1 


e 1j6。 


十 十 ( DT i E070 (2— 0))}, (2. 137 


由 于 6 人 9(z 一 1) 一 一 名 用 (一 om) (s 之 1) 为 双 周 期 的 ， 故 由 
(2, 12) | 


为 
-9p(z+20")—9(z) = 之 co 
9(z 十 2o77) 一 9(2)= "Sons, 


因此 9 (2) 是 双 周期 的 ， 且 在 P, 内 仅 以 ww 1 为 Ty 阶 极点 ST 


bd 


e Co 的 主 部 为 一 Gy 一 般 , 上 2 (z 一 4;) 的 主 部 为 


(D(z~an)’, 
因此 ,pz) 在 a 处 的 主 部 也 是 (2. 11)， 这 样 ,f(z) 一 p(z) 既 是 双 
局 期 的 ,在 Po 中 又 不 再 有 极点 , 故 由 8 1.2 性质 5, 它 是 一 常数 , 记 
作 4. 因此 


j(=44 立 台 (二 De- 


1=ls =l 
其 中 6(z 一 qs) 应 理解 为 6(% 一 49). 这 就 是 已 知 椭圆 函数 极点 
位 置 及 其 主 部 时 的 一 般 表 达 式 ， 

(2. 8) 式 不 妨 称 为 5(z) 的 加 法 双 准 周期 性 . 

2.3 函数 (2) 在 本 段 中 ,我 们 将 从 5(z) 出 发 , 构造 一 个 
亚 纯 函数 , 它 具 某 种 “乘法 ” 双 准 周期 性 ， 即 所 谓 Weierstrass cr 函 
数 ， 其 定义 如 下 : 

全 nc) 一 C(z)， limZ -= 1， (2. 15) 


其 中 对 数 可 任意 取 定 ,并 不 影响 o (2) 的 定义 ， 由 此 定义 和 (2. 5)， 


e 时 70O。 


(2. 14) 


因此 ， 


’ 2 
9- 了 1 (二) 


(2. 16) 


其 中 了 JU 到 示 对 一 切 束 数 m,n 求 积 ,但 m= 一 0 除外， 此 式 中 的 


无 穷 乘积 (绝对 ) 收 敛 无 问题 ， 因 而 前 面 出 现 纲 的 无 穷 级 数 (绝对 ) 收 


敛 也 无 问题 . 


从 (2. 16) 可 以 看 出 ,o (z) 是 一 整 图 数 (因此 不 是 椭圆 消 数 )， 


:一 0 和 On 为 单 零 点 ， 还 可 看 出 , 它 是 一 奇 函数 : 


‘0(—z)=—0(2), 
因为 集合 {Qnmn} 和 {mn} 是 相同 的 . 
(2. 15) 还 告诉 我 们 ， 


一 上 (2)。 


2 
由 此 以 及 上 (z) 的 准 周 期 性 得 知 ， 
0o'(z+20%’) _0'(z) =271. 
o(z+20’) OZ) 
将 此 式 两 端 积分 ， 得 
Ln (S20 


二 2n'z 十 0'， 


或 即 


GO(2 十 2@07) 一 ID(Z2)e2r5+0 = O00 (2) e2n1z。 


令 z= 二 一 w' 代 人 ,并 记 住 0(z) 是 奇 函数 , 故 知 


0o(@')=—00(0) ee*, 


(2.17) 


(2. 18) 
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但 由 (2.16) 知 ,c(o) 夭 0 故 知 0 二 一 e”“. 于 是 ， 连 同 另 一 类 
似 式 子 ,我 们 有 


0o (z+20')=—o(z)e" (+ | G2. 19) 
0 (z+ 2 一 —0 (2z) B2n1(z+on) 。 
此 二 式 表 明 ,o (z) 具有 某 种 “乘法 ” 双 准 周期 性 ， 但 “和 陀 数 ”不 是 
常数 . 
今 任 取 两 个 不 互相 周期 合同 的 点 0,5, 考虑 函数 
0 (z—a) 
"(2)— 5) , (2. 20) 
担 (2. 19) 易 证 ， 
r(z 十 200) = -V7(2), 
Tr(z 十 2o7) 一 e270(2-2)T(Z)。 (2. 21) 


因此 ,r(z) 是 具有 常数 “ 滋 数 ?的 双 准 周期 亚 纯 函 数 ， 由 此 性 质 , 又 
可 运用 0 (2) 来 构造 任意 的 椭圆 函数 ,从 而 显示 其 重要 性 . 

设 f(z) 是 一 个 n 阶 椭 贺 函数 ,在 基本 胞 腔 Po 中 有 零点 cu …， 
dn-19 0n( 可 以 重复 ), 有 极点 51,…,b_1,b, (也 可 重复 )， 我 们 要 写 
出 了 f(z) 用 o (Cz) 表达 的 式 子 由 $1.2 中 性 质 6 知 ; 

Qi 十 十 Gn-i 十 Gn 三 Bi 二 十 Ba_i! 十 b; (mod2o' 27)， 
因此 , 我们 可 以 选取 一 点 ,三 5;( 一 般 5 不 在 Po 内 ), 使 得 


Da D8,. (2. 22) 
后 ”全 
作 函数 : | 
0) T=. (2. 23) 
下 (2.21)， 


C(z 一 0 十 2 ) 一 g291 (7 有 0 (z— as) 


o(z—bjy++20%') -0(z—b;) 
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歼 由 (2.22), 立 即 知道 9(z) 以 26' 为 周期 ， 同 理 它 也 以 20” 为 
周期 ， 所 以 9 (z) 也 是 阶 椭圆 函数 ， 且 和 了 (z) 有 相同 的 零点 和 
极点 ， 这 样 ,f(z) /9 (z) 就 不 再 有 零点 和 极点 ， 肘 仍 为 双 周 期 的 ; 
但 这 不 可 能 ,除非 它 是 一 常数 B( 关 0)。 因 此， 最 后 得 到 f(z) 的 表 
示 式 : 


f (2) = =B]T90= 名， Bz0. (2. 24) 


这 便 是 已 知 椭圆 函数 的 零点 和 极点 时 的 一 般 表 达 式 . 


§3 椭圆 函数 所 满足 的 方程 


3.1 人 (2) 所 满足 的 微分 方程 ”二 阶 权 加 函数 8 (2) 满 足 基 
个 微分 方程 , 我 们 来 导出 它 ， 
由 (2. DD， 


?0 
左 端 函数 已 在 z=0 处 正则 ， 故 可 展开 为 Taylor 级 数 ， 按 右 端 民 
开 ， 易 证 可 得 
= ast+ O(a1) (2>0), 
其 中 


-3 5 gi 5D 5 
因此 ， 
多 '(z) 一 一 且 十 2csz 十 4atz 十 O(1z 四 。 
为 了 在 名 (z), 久 '(z) 的 展开 式 中 消去 最 高 阶 奇异 性 ,我 们 求 出 
。 J73.。 


: (2 一直 十 难 十 3a 十 0(1zl9， 


留 (z) 一 年 一 各 一 16a4++0(1z1). 


于 是 


(2) —48 (2) 一 一 下 全 一 28o 十 O(1z 上 9。 
注意 到 从 (2) = 互 十 0(1z 上 59, 故 又 有 


@ (2) —40(z) +20a 1 (2z)+ 28a, =0(|z|’). 
上 式 左 端 是 双 周 期 的 ， 且 只 可 能 在 z 二 0( 及 其 合同 点 ) 处 有 极点 ;> 
但 从 右 端 看 ,z==0 不 可 能 是 极点 , 可 见 它 是 一 常数 , 且 必 须 为 0. 这 
样 , 便 得 8(z) 所 应 满足 的 微分 方程 


22) 一 4 名 (2) 一 9 名 (2) 一 ga ， (3.1 
这 里 已 改写 
9g:=2002=603) D3- =280,=140 3 ge- (3. 2) 


今后 我 们 要 将 半 周 期 的 记号 略 加 改变 :; 记 wo =@1,。' 十 @” = 

az) @o" 一 os 并 记 
名 (oj) =e;, 7 =1,2,3. (3. 3) 
由 于 多 '(2) 是 奇 函 数 , 且 2o, 都 是 它 的 周期 , 因此， 
0) 一 负 (oo 一 20) = 名 (一 oj) = 一 如 (or)， 
亦 即 保 (of) =0(J=12,3)， 又 因 多 (2z) 是 三 阶 精 圆 函数 ， 它 在 
基本 胞 腔 Po 内 除 单 零点 of，os, os 外 不 可 能 再 有 零点 ， 亦 即 ,由 
(3. 1) 知 ,三 次 多 项 式 
| dt —gst 一 9s 

以 t= 他 (@0y) 二 es(j 一 1,2,3) 为 零点 ， 但 可 证 明 , ev es,es 互 不 相 
等 ， 因 为 ,例如 , 考虑 从 (z) 一 ei 它 是 一 个 二 阶 桶 加 函数 ， 当 x=; 
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时 它 等 于 0, 又 因 各 (ol) =0, 故 z 二 @! 是 多 (xz) 一 e! 的 二 阶 零点 , 及 
在 P 内 不 可 能 有 别 的 零点 .如果 例如 ei 二 ez, 则 它 在 z=os 处 也 
将 有 零点 , 矛盾 。 因 此 ei 关 e2.， 类 似 地 可 证 明 es 和 e:，e: 均 不 相 
等 这样 ,就 可 写 | 
4 gat ~ —g3=4(t—e)(t—e,) 二 一 9)， 

亦 即 

(2)= COD Te el (Te (3. 4) 
:由 此 还 可 知道 

est ert es=0, 
.B12 + 203+ es@1 = 9 、， | (3. 5) 


ee 一 了 


下 面 我 们 来 讨论 = 名 (z) 的 反 函 数 ， 它 当 然 是 多 值 的 ， 因为 
-对 于 一 个 妈 值 ,可 有 z 和 4 D。。 与 之 相应 ， 
把 (3. 1) 改 写 为 
(0 ' (2) = A405(z)—g2H (2) — yg. (3. 6) 
由 于 纪 '(z) 是 单 值 的 , 所 以 此 我 右 端 根 式 应 是 两 个 独立 的 分 支 , 由 
(2. 3) 知 ,我 们 应 取 这 样 一 支 ， 使 得 ， 


Jim 2%MA@! Gn gs=—2:, (3.7) 


全 外 (时 开交 相应 地 到 w 人 一 9 的 分支 以 后 就 
这 样 理解 … _ i : 
将 (3.6) 改 写 为 由 ”i 


志 二 0 (2) 
MA@ (2)—g2 1 (2)— =gs by . : 
在 平面 中 任 取 两 点 zo z( 天 ooy 及 它们 的 合同 点 )， 并 联结 一 条 (可 
- 求 长 ) 曲线 (也 不 经 过 这 些 点 ), 则 有 
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| A 
作 代 换 二 名 (6), 关 记 二 包 (z0), 思 = 二 阶 (2), 则 上 式 可 写成 
- w at 
i re 
其 中 积分 路 径 是 工 = 馈 (YY)， 如 令 zo 一 0 则 zo~>co, 故 有 


ww 和 (2z) 
= 一 | i i (3. 8 

其 中 积分 路 径 是 沿 当 ws->oo 时 曲线 工 延伸 到 co 处 的 曲线 ,此 
式 右 端 积分 是 多 值 的 ， 它 随 着 积分 路 径 不 同 而 不 同 ， 例 如 ， 如 果 
2' 是 从 zo 沿 原 路 径 y 到 > 再 以 某 种 方式 延伸 到 z 十 Qnm，( 当 然 仍 
不 经 过 oj 及 其 合同 点 ), 则 由 于 名 (z) 以 2 为 周期 , 故 (3. 8) 右 端 ， 
的 形式 不 变 ,但 积分 是 沿 L' = @(y') 延伸 成 Ls 进行 的 ,而 这 时 左 
端 是 z 十 人 mn， 

这 样 , (3. 8) 看 作 z 是 的 (多 值 ) 函 数 时 , 它 便 是 包 = (2z) 的 : 
反 男 数 ， 

积分 


| RG, VEC at (3.9). 


称 为 杰 四 积分 ,其 中 P(t) 是 三 次 或 四 次 多 项 式 (没有 重 根 )， 为 其 
变 元 的 有 理 函 数 . 在 求 机 加 的 辟 长 时 就 会 表 到 这 种 积分 ， 因此 这 
样 称呼 ， 

(3. 8) 中 的 积分 是 一 椭圆 积分 ( 因 e1, es，es 互 不 相 衡 )， 而 2， 
二 8 (2) 是 这 一 椭圆 积分 的 芭 函 数 , 利用 名 (z) 还 可 以 在 相当 普遍 . 
的 情形 下 表示 积分 (3. 9), 包括 求 棋 圆 台 长 的 积分 (这 里 从 略 )， 椭 ， 
图 函 数 的 名 称 正 是 击 此 而 来 . 

3.2 椭 圈 函数 倘 的 有 理 关 系 ”任意 两 个 椭圆 函数 间 存 在 有 - 
代数 关系 ， 首 先 我 们 证 明 一 个 重要 事实 : 任何 椭圆 函数 f(z) 一 定 
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可 以 写成 名 (2) 与 儿 '(z) 的 有 理 函 数 . . 

先 设 f(z) 为 一 个 侦 椭 圆 隧 数 ; f( 一 2z) 二 f(z)， 且 它 不 以 0 及 
其 合同 点 为 零点 和 极点 ， 因此 , 在 基本 胞 陛 Pe 中 ， f(z) 的 零点 和 
极点 必 成 对 出 秽 ， 县 阶 数 相 同 , 设 它们 分 别 为 十 fs …” 士 w 和 士 D5 
二 必 计 及 阶 数 ,可 以 重复 ), 而 27 为 1(z) 的 脐 数 ， 令 . 


(TOT, 
(2) = HES rcp 


尼 显 然 也 是 偶 柱 加 函数 ,也 以 士 @ 为 零点 ,以 土 5; 为 极点 , 且 易 见 
它们 的 阶 数 一 如 @(z) 的 .于 是 9(z) 和 f(z) 只 能 相差 一 个 常数 因 
- 子 0C,， 因此 ， 


f(z) -cI 8 (2) (on 


f(z) 已 表 为 8 (2) 的 有 更 函 投 、 

如 果 7(z) 是 倘 本 加 函数 , 还 以 z=0 及 其 合同 点 为 2k 阶 零点 
(或 极点 ), 则 f(z) 名 *(z) (或 (2z) 1/ 侣 *(z)) 就 是 上 面 所 考虑 过 的 
-情况 , 因此 f(z) 仍 可 写 为 名 (z) 的 有 理 函 数 . 

如 果 f(z) 是 一 奇 椭圆 隔 数 ， 则 f(z)/ 8'(z) 就 是 一 偶 椭 圆 函 
数 .由 上 所 述 ,f(z)/ 镶 '(z) 可 写成 RC@ (2))， 其 中 B 为 有 理 函数 . 
柳 此 f(z)=R(@ (2)).@®'(2). 

一 般 , 任何 酉 圆 函数 ftz) 可 写成 


(2)= 二 f+f( 一 |+ +1Ef (0 —f(—2)) 


即 一 偶 、 一 奇 精 圆 函数 之 和 ;由 前 已 证 明 的 ， 便 知 了 2) 可 写 为 
多 (z) 和 弛 '(z) 的 有 理 函 数 . 

枯 至 还 可 知道 ,上 面 结论 中 的 有 理 函数 , 对 于 贸 '(z) 来 说 ,是 
一 次 多 项 式 D: 如 果 在 此 式 中 将 名 “(2z) 解 出 ,平方 后 再 利用 (3. 1) 


@ 任何 只 (z)， 名 "(2) 的 有 理 函 数 , 齐 用 (3. 1) 式 ， 都 可 化 为 对 ,名 (2) 来 说 只 是 一 
:次 多 项 式 . . 
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式 ， 则 此 式 成 为 f(z) 和 @ (2) 之 间 的 有 再 式 . 

以 上 事实 还 可 进一步 推广 . 不 难 证 明 ， 任 何 两 个 椭圆 了 消 数 
f(z),(z) 之 间 必 有 一 有 理 式 关系 (因而 也 是 一 多 项 式 关系 ). 这 
是 因为 ,上 面 已 看 到 ,f(z),p(z) 都 和 8 (z) 之 间 存在 有 理 关系 ， 因 : 
而 有 多 项 起 关系 , 亦 即 ,存在 二 元 多 项 式 P,, P,, 使 对 一 切 z, 有 

Pi(f(z), @ (2))=0, P92), @ (2))=0. 
在 此 两 式 中 ,消去 留 (z), 就 可 得 到 一 多 项 式 Pa, 使 对 一 切 z, 成章 - 
Ps(f(z2),p(z))=0 
(例如 , Ps 是 Pi 和 P 的 Sylvester 结 式 ). 因此 结论 得 证 . 


8$4 一 些 重要 的 函数 ( 续 ) 


4.1 函数 ci(z) 前 已 看 到 , 8'(z) 有 表达 式 (3. 6) ,其 中 含 
有 根 号 ,使 用 极 不 方便 ; 但 8'(z) 是 全 平面 中 的 亚 纯 函 数 ,不 存在 支 
点 ,因而 给 出 其 不 含 根 号 的 表达 式 (写成 两 整 函数 的 商 ) 是 完全 可 - 
能 的 我 们 将 引进 一 些 新 的 函数 使 达到 这 一 目的 . 
首先 , 我 们 注意 到 ,2w2 也 是 多 (2) = (2) 的 周期 : 
E' (z+202) 一 (2). 
积分 后 ,得 
&(z 十 2os) =E (2) 十 27s， 
其 中 也 是 一 常数 令 := 一 os 代入 ,并 记 住 Cz) 是 奇 函数 ， 可 
知 思 = 上 (os)， 连同 (2.8), 可 以 写 . 
: £(z+207) =E(2) + 2 n=E07) ,I=1,2,3. . (4.1> 
(这 里 已 改写 UE 又 因 V2 9 十 @3s 故 : 
E(z+202) =£(24201+203) = = (2g+20) +2m 
=E(z)+2n 十 273， 
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获知 


1 = 十 ?se | (4. 2) 
现在 (2. 10) 可 改写 为 
人 hw 一 hi 一 了 (4. 3) 
则 利用 (4. 2) ,可 得 i 
1201 一 1703? 一 3 11302 一 11203 一 一 二 ri (4. 3)7 
现在 我 们 要 证 明 ,， 
0 (z+20;) =—0(2) ete (4. 4) 


《了 = 了 2, 3; 本 段 中 所 有 下 标 都 取 1 至 3)， 当 j=1,3 时 ， 这 就 是 
“(2. 19) 式 . 下面 只 考虑 7 二 2 的 情况 : 
Of(z 十 20?) =0 (z+20,+20w8) 
=—0(s+20) em te 
=0(z2)e (tte) 。B2na(zt2ol+es) 
=0(2)C tr) (stotos) ,e2301-2n08, 
油 (4. 3) 和 (4. 2) , 便 得 所 要 等 式 . 
其 次 , 我 们 来 考虑 名 (2z) 和 o(z) 之 间 的 一 个 关系 式 ， 取 定 例 
:如 Po 中 一 定点 4 关 0, 则 名 (2) 一 (友人 仍 是 一 个 二 阶 椭 加 函数 .在 
Pu 中 以 土 4 为 单 零 点 ， 仍 以 z=0 为 二 阶 极点 ,但 由 $2.3 中 所 
论 ,可 知 
(2)— | =00 区 9 


其 中 为 某 常数 .为 了 确定 它 ,可 在 上 式 两 端 乘 以 2(z)， 然 后 令 
z->0. 由 (2.16) 和 (2.1) 以 及 0(z) 为 奇 函数 这 一 事实 ,立即 可 知 ， 
1 


榈 此 ;我们 有 ， 
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_ oo(z+u)o(z—u) ， 
$8) =-— (4. 5) 


在 此 式 中 令 w= oy 便 得 


0(z+ OI) 0 (2— oj) | 
名 (2) 一 的 一 一 rn 3(2) . 


但 由 (4. 4) (在 其 中 将 z 改 为 2 一 @;)， . 
(kz 十 oj) 王 一 eofz0(Z 一 07)， (4. 6 


因此 上 式 又 可 写 为 
err2o(Z 一 01) | 
02) -|G 
为 简单 起 见 ,我 们 记 . 
ns (2 ao) ， 
oj(z) 一 oo) Cy (4.7) 
仿 们 都 是 整 函 数 ), 则 可 写 
fo) ， 
(0) -os= [2 | (4.8) 
级 别 : 
VF. 7 


由于 0;(0) =1, 而 1/9(%) 在 z=0 处 的 主 部 为 1/z; 所 以 上 式 中 的 ; 
很 式 应 选取 这 样 一 支 , 使 得 
limzV @ (2) el. 
由 (4.7) 和 (和 .6), 易 证 ox(27 都 是 偶 函 数 : 
' 0s(—%)=0y(2). (4. 9 
将 (4.8) 与 (3.4) 相 对 照 , 立 得 


"(2) = +201 人 oa 人 


由 于 在 z=0 附近 , 包 '(z) 的 主 部 为 一 2/%**，1/0(z) 的 主 部 为 /#5 
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而 0;(0) 三 1 故 上 式 中 应 取 负 有 号， 于 是 ;# 便 有 
多 的 一生 全 和 (4. 10) 


这 样 , @' (z) 已 表 为 整 函数 的 商 、 县 的 已 达到 ， 

和 go(z) 相 象 ,0;(z) 也 有 乘法 ? 准 周期 性 . 我 们 将 证 明 : 
os(2+20) =—e "0%), : 
Oj(2+20.) =e metrong (2), hj. 

先 证 前 一 式 ， 册 (4.7) 和 (4.6) 知 ， 


Oi(2 十 2 = 一 Ca 
1(2++ 203): e (oO 


(4. 11) 


C71(2+20)) o (2—0)) 272 
0 (3) 


= — estosg;(z) 本 
当 4 关 j 时 ,还 要 利用 (4.3) 和 (4. 3) ,得 


， 20 1) = 一 ettGt+2eo)C (2 十 2cx 一 中 
ols+200) = —e 2 


=ev0t20n 0 (ZO) em 
0 (03) 


8150 (2—0j) ernst+os) ,ernso8 -295e 了 
< (ay 


一 ay j (2 ez tb) : .. 

由 于 0;(2) 与 0 (2) 有 此 美 似 性 质 ， 我 们 也 称 它 们 为 到 
函数 . 

4.2 Jacobi 搓 四 函数 椭圆 函数 是 双 周 期 的 ,三 角 葬 数 是 单 
周期 的 ， 它 们 之 间 有 不 少 相似 的 性 质 ， 本 段 中 引进 的 Jacobi 榴 
圆 函 数 , 将 使 这 些 相似 性 较为 明显 ， : - 

我 们 记 

ov a dnu— 016%, (4.12) 
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其 中 xs=wei 一 esz， 这 里 we 一 2 取 哪 个 值 都 一 样 , 因为 如 果 另 
取 一 we 一 es ,而 将 zx 改 为 一 2, 由 于 zc(z) 是 奇 函 数 , cs(z) 是 个 国 
数 , 因此 仍 得 同样 等 式 ， 
(4. 12) 中 的 函数 易 证 都 是 椭 回 函数. 例如 ,5 可 以 证 明 ， 27'= 
4orV 一 厨 就 是 sm 的 周期. 因为 ,由 定义 ， 


/ 0 (z+ A) 
sn (4+2r ) 三 -Me es +, 
而 由 (4. 5), (4. 11), 1 


0(z 十 400) =—o(2+20) ern?) 
=0g (#) eto) 。 e291(z+3e1) 
=0 (0) emerep, 
Oa(2+401)=03(2+201)e "+2 
一 2 
了 2 
政 : 


Sn (2 十 27') 三 pp (2 snu. 


同样 可 证 明 27" 二 2w@sV ei 一 es 也 是 st 的 周期 ， 此 二 周期 之 比 
不 是 实数 ,所 以 snw 是 椭圆 函数 ， 它 的 零点 和 (2 的 零点 旦 一 一 
对 应 , 即 4 二 ?kT 十 248 祈 (1m,4 二 0, 土 1, 土 @8,*…); 且 都 是 单 零点 ， 如 
果 以 0,2r' ,2r' 十 2r"，2zr" 为 顶点 作 一 周期 四 边 形 xo。， 则 在 其 内 
snw 无 零点 ,而 在 其 边界 上 非 合同 的 需 点 俗 有 两 个 ; 0 和 r*'， 因 此 
snu 是 二 阶 椭圆 函数 ; 且 xo 是 其 基本 周期 四 边 形 , 因为 在 “更 小 ” 
的 平行 四 边 形 上 snw 的 零点 就 只 有 一 个 或 者 北 有 ， 玫 是 这 种 四 边 
形 就 不 可 能 是 周 贿 四 边 形 了 ; sn% 的 极点 和 6a(z) 的 入 席 也 一 
对 应 ,而 可 证 明王 mr 十 (24 十 Dr (m,n=0, 土 1， …) 就 是 
它 的 所 有 单 航 点 ， 在 zo 内 及 其 边界 上 有 ( 非 合 同 ) 本 r” 和 亚 
十 z 

对 于 cn 4 和 dnw, 也 可 同样 证 明 是 二 阶 椭 贺 函数 ,这些 函数 


» 182。 


的 基本 周期 ,零点 ,极点 见 下 裘 ,不 再 一 一 证 明 . 


基本 岂 期 零 EE - 极 点 
snu ga ne mr 十 (28 十 1) 7?” 
cnu | 2r’, ti 27? {m+ 广 )r2nr De 
dnw Ar (n+ TD) nt mt’ (2n+1)r? 


(r" 一 2@7 ^ el 一 835 工 $=20% Ne! oa 3) 


cnu 和 dn 为 个 函数 且 1 
sn0=0, cn0=1, dn0=1. (4.13) 


snw 和 cnw 分 别 与 sinb 和 cos9 有 相似 性 质 ， 由 
0-a=[2@|, P00 -0= | | ， (4.14) 


0 (z) ( 
所 以 | 
| 
或 即 
ce 
这 就 是 


smuienw=l. (4. 15) 
同 理 , 如 果 在 (4.14) 的 前 一 式 中 ， 将 下 标 1 改 为 2 ， 进行 类 似 
运算 , 又 可 得 另 一 恒等式 


-82 一 es_sn2xk 十 dn2w 一 上， 
Ci 一 @3 


如 果 记 


则 上 式 又 可 写 为 
dn’y=1—h?sn?u. (4. 17) 
下 或 一 5 称 为 Jacobi 函数 的 模 数 ， 特 别 , 当 刀 为 正 实数 时 , 常 取 8 
>0 为 模 数 . 
利用 Jacobi 椭圆 函数 , (4. 10) 可 改写 为 


1 '(z)=—2(e1— es) vn. (4. 18) 


另 一 方面 ， 


| (2) ?_@i—eés 
(2) “|| sn2w ? 


求 导数 后 , 则 得 (注意 d4/ 2 二 Vel 一 es ) 


"(2) 一 一 2(el —es) 2 


与 (4.18) 比 较 , 得 知 


(snu)’ = cnudnu. (4. 19) 
如 果 对 (4 15) 和 (4. 17) 求 导数 ,并 利用 上 式 , 则 又 可 得 
(cnw)’ = —snvdny, (dnw)’'= —bsnucnd. (4. 20) 


我 们 还 可 看 到 snw 和 椭圆 积分 的 关系 ， 先 来 求 出 say 所 满 星 
的 微分 方程 ， 将 (4. 19) 两 端 平 方 ,利用 (4. 177 消去 dnw 则 得 


人 二 (1 一 szz) (1 一 82Sn2u) 。 
这 就 是 t=sns 所 满足 的 微分 方程 。 
R11 (4. 21) 
两 端 开 方 ,得 罗 
dt 


ja ~ (1—#°) (1—Rt°). 


因为 4=0 时 t=0, 且 由 (4.19), 这 时 di/du 二 1, 故 上 式 中 根 式 的 
值 要 这 样 选取 , 使 当 上 = 0 时 联 值 1 上 式 又 可 改写 为 
。 7184 。 


ia 
ES sa 


[ dr 4=sn (4. 22) 
" ov (1—7:) (1—hkri)” = SN. 


可 见 ， 椭 贺 积 分 (4.22) 定 义 的 函数 4 二 4( 引 是 Jacobi 椭圆 函数 
i 二 Snw 的 反 国 数 ， 它 和 (3, 8) 一 样 ,也 是 多 值 函数 . 
4.3 ” 淮 椭 圆 函 数 ” 一 个 亚 纯 函数 .7(z), 如 果 具 有 下 列 性 质 ， 
则 称 为 加 法 准 椭 圆 函 数 : 
F(z+26’)=F(2) +2a, F(z+20)=F(2)+2a"', (4.23) 
这 里 8a',2a” 是 两 个 不 完全 为 0 的 常数 ,而 oy@y 仍 如 本 章 开始 
所 述 ， Im2>0. 20" ;20” 称 为 F(z) 的 加 数 . 


函数 就 是 一 个 最 简单 的 这 种 函数 ， 它 的 加 数 就 是 2o',2o'。 
E(z 一 z0) 也 是 加 法 准 枉 圆 函数 〈zo 为 任意 定点 )， 以 27' 27" 为 
加 数 . 
我 们 要 给 出 加 法 准 袜 圆 函 数 的 一 般 表 达 式 ， 
设 PR(z) 是 一 加 法 准 椭圆 函数 , 以 2a', 2a” 为 加 数 . 
先 设 PP(z) 为 一 整 函数 ， 任 取 zo, 作 函数 
9 (2)=At(z—z0) + Bz, (4. 24) 
其 中 4,B 为 待定 常数 ， 使 p(z) 也 有 加 数 24'，24a”"， 这 是 办 得 到 
的 ,只 要 取 4,B 满足 方程 组 | 
nA4+wo'B=a’, 17"A+w"B=a", | (4. 25) 
或 即 , 由 (2. 10)， | | 
4= 二 (oo 一 of ‘27), B= 一 二 (oz oan). (4.25)’ 
于 是 ， 函 数 . . 
f(z)=F(z)—Ac(z—20) ~—Bz (4. 26) 
就 是 双 周 期 的 , 至 多 以 z=z6 及 其 合同 点 为 单 极点 , 因而 必定 是 党 
数 C, 且 必 4 二 0, 从 而 : 
F(z)=Bz+0, (4. 27) 
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而 且 当 且 仪 当 24 ,26 ”满足 条 件 
4 2 (4. 28) 


时 才能 如 此 ， 这 就 是 无 极点 的 加 法 准 椭圆 函数 的 一 般 形式 ， 
如 果 F(z) 在 Po 中 只 有 一 个 单 极点 zo， 则 可 完全 同上 地 准 理 ， 
它 有 一 般 形 式 
F(z) = AE(z—z0) 十 Bz 十 CO. (4. 29) 
一 般 说 来 ,如 果 一 (z) 在 Po 中 有 ?个 极点 ,1n 宇 2， 不 妨 称 为 % 
阶 的 , 则 仍 令 p(2) 为 (4. 324) ,其 中 2o 为 下 (2 的 极点 之 一 时 ,到 (2 
一 p (z) 就 是 双 周 期 的 ， 结 合 (2. 11) 以 下 的 讨论 ， 可 知 (z) 的 一 
般 形 式 为 : 设 (2) 的 不 同 极点 为 qi, 0g; 有 阶 数 分 别 为 71,……', 74， 


而 Dr 则 


F(z) 二 Bz 十 C 十 3 p34 Cjs6 (ZC— 7 (4. 30) 


4=1 s=1 、 


但 这 时 
"A= > ”, (4. 31) 


一 般 不 必 为 0; 4B 与 了 (z) 的 加 数 20"， 2a" 之 间 仍 满足 关系 式 
(4. 25) 或 即 (4. 25)". 

现在 考虑 具有 乘法 双 准 周期 性 的 亚 纯 函数 (z), 即 满足 条 件 

F(z+20%')=0F(z), F(z-+20")=0"F(z) (4. 32) 

者 ,其 中 5',b" 是 不 同时 为 工 的 非 零 常数 ，F(z) 称 为 乘法 准 椭圆 
国 数 ,2 2” 称 为 其 乘 数 . 

最 简单 ,ez 就 是 这 祁 函 数 ,以 5' 二 er*',5" =e?*” 为 乘 数 ,它们 

会 同时 为 1, 因为 否则 的 话 ,@' 二 mzi,w* 二 nxi(m, nx 为 整数 ) 而 

or 1o'= wjmm 就 是 实数 了 ， 非 整 函数 的 乘法 准 椭圆 函数 也 确实 存 
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在 ， 例 如 o(z 一 z1)/o(z 一 ?0) 就 是 的 ,其 中 zo 天 2 (mod2o ,2o7). 
由 (2. 20), (2. 21) 可 看 到 ,其 乘 数 为 


太一 e29/ Cz), Bb" 一 e2o"(ze-20 。 (4. 33) 
它们 也 不 会 同时 为 1。 因为 , 设 若 如 此 , 则 
7 (20—21) =mari, 7 (20—21) =Nri, 


其 中 m,% 为 整数 , 且 不 同时 为 0, 因此 
7 Nt 


由 (2. 10) 立 刻 可 知 


20 一 2 一 2(01007 —Now’), 
这 和 zo 闫 21 矛盾 . 
现在 讨论 F(z) 的 一 般 形式 , 设 其 乘 数 为 2 ， 思 ， 
先 设 FR(z) 是 整 函 数 , 任 取 ze 作 函 数 


OZ 一 名 ) 3 
$2) = ， (4. 34) 


其 中 z 和 8 待定 ;选择 它们 使 %( 2) 也 有 乘 数 5',5"， 亦 即 ， 要 求 
ZB 满足 条 件 


exp{2n'(z0—%1) +2Bo'} =b", ' (4. 35) 

exp{27" (z0—z1) +2Bo"}=b", 
也 就 是 ,要 求 

—27'z1 二 20'B=Lnb’—2720, 人 (4. 36) 

—2n"z1+20"B=Lnb" —27" zo, 


这 里 对 数 可 任意 取 值 ， 和 前 面 同样 理由 ， 此 方程 组 一 定 有 解 ， 这 
样 ,F(z) 和 Ww(z) 就 有 相同 的 乘 数 ， 于 是 F(z)/9(z) 就 是 双 周 期 
的 ,以 二 及 其 合同 点 为 仅 有 的 可 能 单 极点 ,这 不 可 能 ,除非 它 是 一 
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常数 0', 即 7(z)=0'(z)， 但 F(z) 无 极点 , 故 必 三 zo， 这 样 ， 
无 极点 的 乘法 准 椭圆 函数 的 一 般 形式 为 
F(z)= Ce?, (4. 37) 
这 当 且 仅 当 @”/@'=Ln5”/Lnb' 时 才 可 能 (其 中 对 数 要 适当 先 
取 ), 而 这 时 B=Lnb’/26%’=Lnb” /20%”,， | 
如 果 Cz) 只 以 zo 及 其 合同 点 为 仅 有 的 单 极点 , 则 由 上 所 论 ， 
其 一 般 形式 为 


F(z) =Ce™"e (ea, (4. 38) 
而 B, zz 与 其 乘 数 六 , 之 间 要 满足 关系 (4. 36). 
一 般 , 如果 F(z) 在 Po 中 有 极点 51,…,Db,( 可 以 重复 ), 称 为 2 
阶 的 , 则 结合 和 上 面相 似 的 讨论 以 及 § 2 末 的 说 明 , 得 知 其 一 般 形 
式 为 


_ Bz0 (2— 01) "0 (2— an) 
OO ob oaTb) 
但 现在 并 不 要 求 
4= p30 Ya， . C4, 40) 
j=1 j=1 : 
等 于 0, 其 乘 数 易 见 为 | 


b'=—=exp{27’ 4A+2%’B}, b=exp{2n”A++-20’B}. (4.41) 
所 以 ,如 果 事 先 给 定 极点 , (2) 的 零点 a1,…, 6。( 可 以 重复 ) 
要 受 (4.4D 的 约束 .但 可 肯定 ,n( 之 0) 阶 乘法 准 椭圆 函数 在 Po 中 
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第 九 章 Cauchy 型 积分 


31 Cauchy 型 积分 和 Cauchy 主 值 积 分 


1.1 Cauchy 型 积分 概念 ” 设 工 是 复 平面 中 的 一 条 光滑 封 
闲 曲 线 ( 除 非特 别 声明 ,本 章 中 的 工 重 指 这 种 曲线 ), 已 取 定 反 时 儿 
方向 为 正 向 。 工 所 围 内 域 记 为 G=G+， 外 域 则 记 为 G-. LL=9G: 
为 它们 的 共同 边界 . 

如 果 f(z) 在 G 内 解析 ， 在 @= -G+ 上 上 连续 ， 则 有 熟知 的 
Cauchy 积分 公式 


f(z)=a| Hig, zeG, (LD 
2r7 jr tC— 


而 老 zt€G7, 则 显然 上 式 右 端 为 0. - 
今 设 成 蕊 仅 定义 在 过 上 .我 们 给 出 
定义 1,1 设 九 幻 是 到 上 的 连续 函数 , 则 称 


F(2)= 元 | Da, Eb, (1. 2) 


为 Cauchy 型 积分 ,而 f(:) 称 为 其 楼 密度 @， 


注意 , 我 们 限定 了 zeEL， 当 zEG? 或 G7 时, (1. 2) 式 分 别 定 
义 为 其 中 的 全 纯 图 数 , 记 作 亦 即 


F(z)=P:(2)= wr | at zsEG:. (1.3) 


文 是 容易 证 明 的 . 册 为 ,如同 证 曙 Cauchy 积分 公式 那样 , 可 以 在 


Q@ 这 里 以 及 本 章 内 容 均 可 推广 到 f(t) 属于 更 广泛 的 函数 类 的 情况 ,但 本 书 从 略 
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积分 号 下 求 导 . 也 可 证 明 ， 


7 四 1 f(z) 记 
(or) dt EL (1. 4) 
而 且 , 如 果 了 (二) 也 连续 ,利用 分 部 积分 法 , 立 得 
yl [ft) 三 ' 
Fo) = | dt zEL,. (1. 4) 
一 般 , 对 任何 # ,还 可 写 出 
nil 1 [_ft) er. 5 
FP™ (2) = a | er EL (1. 5) 
或 者 ， . 
pw ea, zEL, (1. 5)’ 


如 果 f(z) 在 L 上 连续 的 话 , 
Cauchy 积分 (1. 和 ) 实 际 上 是 Cauchy 型 积分 的 一 个 特例 ， 不 

过 82 一 了 (2 (20) 一 0 而 已 ， 

此 外 , 令 f(t)=1, 则 有 

1 zt Ft+(z)=1,zEGt+; 
2 | 二 = fro eo 
1.2 Cauehy 主 值 积分 在 Cauchy 型 积分 的 定义 (1. 2) 中 ， 
总 限定 zeEL， 现 在 我 们 间 : 当 z=t6EL 时 ， 情 况 将 如 何 ?一 般 说 
来 ,积分 
[A toEL, 


F(z)= (1. 6) 


是 发 散 的 , 因为 被 积 函 数 在 t= i 
处 有 一 阶 奇异 性 ， 详 细 说 来 ， 设 
在 上 t。 的 前 后 邻近 ( 按 工 正 向 ) 
各 任 取 一 点 #，t*( 图 9.1)， 按 ! 
定义 ， . 
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f(t) f(t) 

| td, lim in | ¢? rs i 

其 中 如 全 是 到 上 包含 刀 的 那 段 小 绝 ， 但 右 端 这 个 极限 一 般 并 不 
存在 ， 例 如 , 当 f=! 时 , 则 


[= "—t0) —Ln(t’—t0), (1.7) 
DL- #41? 


其 中 对 数 Ln(i 一 0) 已 在 LW7#' 上任 章 取 定 一 述 续 分 支 , 当 如 
i*> 时 , (1. 7) 右 端的 根 限 不 存在 , 因为 其 实 部 ln 所 和 的 极 


限 就 不 存在 , 这 是 由 于 两 个 荡 长 1" 一 to| 与 | ， 不 
存在 (不 要 忘记 弓 , 太 是 彼此 独立 地 任意 取 的 )， 
如 果 我 们 限定 ,1” 使 得 1t” 一 to| = 人 一 加 | , 则 情况 就 不 同 


了 , 这 时 ln 所 7 一 | =0, 而 (1. 7) 右 端的 虚 部 显然 是 i9， 这 里 6 


最 关 琶 与 之 间 的 类. 而 i 思 -> 加 时 ，b->r。， 因 此 ， 
在 这 样 限定 后 , (1. 7) 右 端的 极限 就 在 在 , 且 等 于 ir， 

我 们 可 以 把 这 种 情况 加 以 概 ， 
括 推广 ,而 形成 下 列 新 的 概念 

定义 1.2 设 ft) 在 L 上 连 
续 ,to 为 上 的 一 点 ， 以 1 为 中 
心 .为 半径 〈e>0 可 任意 小 ) 作 
一 圆周 , 它 在 上 to 的 两 侧 各 截 


下 一 点 缚 , 纪 ( 图 9.2), 记 纪 刀 = 大， 则 定义 


Y p.| in|, A (1. 8) 


为 Cauchy 主 值 积分 ,或 简称 主 值 积分 , 只 要 右 端 极 限 存在 


记号 v.Pp. 代表 主 值 之 意 ， 也 可 省 去 不 写 ， 我 们 只 要 约定 : 被 


， 了 9 了 了。 


积 式 含有 一 阶 奇 异性 时 ， 都 理解 为 主 值 积 分 ， 忒 t 仍 称 为 其 核 
密度 . 

很 明显 ,如 果 (1. 8) 中 左 端 的 积分 在 通常 意义 下 收敛 ， 则 在 主 
值 意义 下 也 收敛 , 且 其 值 相 等 . 

如 前 面 已 看 到 的 , 我 们 有 主 值 积分 


| 过 < =xi, 10EL,. (1. 9) 
L 


任 给 f(t) 连续 于 工 上 ，(1. 8) 中 的 极限 未 必 存 在 , 有 各 式 各 样 
的 充分 条 件 ， 以 保证 主 值 积分 (1. 8) 存 在 ， 下 面 将 举 出 最 简单 的 
一 种 . 

定义 1.3 设 蕊 切 定 义 在 二 上。 如果 对 于 工 上 的 任意 两 点 
t,to, 下 列 条 件 成 立 ; 

[|f(2)—f(t0) At io)", (1. 10) 

其 中 和 40<4< DD 为 常数 ,都 和 4 名 的 位 置 无 关 ， 于 /CD 
为 EH. 

显然 A(t)EH 于 工 上 必 连 续 于 其 上 ， 又 ,车 f(t) 连续 ， 则 必 
fliEH'. 

我 们 现在 要 证 明 : 

定理 1.1 如 果 f(t)E# 于 工 上 ， 则 主 值 积分 (1. 8) 存在 ， 
县 


[=| KO go ripso), ioEL. (11) 


it—to 
证 写 出 

f(#) FE) 一 Fito) ,, , at 
|,, A | tt A 


先 证 古 端 第 一 项 的 积分 当 2->0 时 收敛 。 由 (1. 9)， 
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f(0)— 六 
i—t 


ds 
<4| ,TT 
其 中 。 是 处 的 弧 长 参数 ， 但 对 光滑 曲线 来 说 , 可 以 证 明 ( 这 里 从 
略 ) , 张 长 1 一 ta 与 缴 长 如 一 1s 一 so| 为 等 价 无 穷 小 ， 当 t->to 时 
( 且 对 toEZ 一 致 )、 所 以 上 式 右 端 积分 与 
| 一 2 
“LL-L, [s—sol 
敛 散 性 相同 ,而 后 者 是 收敛 的 ( 因 k>0)， 
再 联系 到 (1. 9) 式 ,就 可 知道 (1. 11) 式 成 立 ， 定 理 证 毕 . 
且 可 看 出 (1. 11) 右 端 第 一 个 积分 已 是 通常 的 收 全 反常 积分 ， 
而 不 必 理 解 为 主 值 积分 . 
证 各 还 把 (1 生成 更 人 用 的 形式 


| fw- | -fa By, wer. 


27r1 Jit—io 271 


| 1(#)— ft |< | 
L-L, L-L, 


f—to 


(al 


(1. 12) 
最 后 注意 ， 如 果 工 是 分 段 光 上 
滑 曲 线 , 只 要 好 不 是 角 点 ,本 节 中 
所 有 公式 仍 成 立 ， 因 为 所 有 公式 
的 证 明 都 可 通 得 过 ， 但 若 是 角 
点 , 则 情况 有 所 不 同 、 例 如 , 设 工 4 
在 角 点 如 处 两 个 单 侧切 线 (向 着 图 9.3 


区 域 G) 的 夹 角 为 m( 图 9. 3)， 则 当 ,二 > 纪 时 ，W6 和 B65? 的 
夹 角 0->ao, 所 以 (L 9) 现 在 要 改 为 
| At 
,Lt—to 


从 而 (L 12) 要 相应 改 为 


= ot (1. 9) 


se 了 93 = 


EE OTERO TE ET EE TT 


f(t) Df gy, ， 
5 i pa + af) .12) 


8$2 Plemeli 公式 和 Tlpnsanos 定理 


2.1 Plemelj 公式 ”我 们 前 已 定义 了 Cauchy 型 积分 (1. 2) 
和 Cauchy 主 值 积分 (1. 8)。 自 然 就 会 提出 问题 : 


lim | Ow (eG 或 0-,i0ED) 
L 各 


z -410 


是 否 存在 ? 如 果 存 在 ， 是 否 就 是 主 值 积 分 (1 8) (当然 已 设 ,f(t) 
€ 及 )? 我 们 将 证 明 , 这 种 极限 的 确 存 在 , 但 随 着 z 在 8+ 或 G- 中 到 
值 而 趋 于 如 时 , 极限 值 一 般 不 相同 。 实 际 上 , 我 们 有 下 面 的 

定理 2.1 设 f(t)EH 于 上 ， 定 义 Cauchy 型 积分 (1. 2)， 
则 


(i)= 土 六 ft) + | Lu, toEL, (2.1) 


其 中 有 (to) 分 别 表示 当 zEG: 而 趋 于 如 时 了 (2 的 极限 . 

(2. 1) 称 为 Plemelj 公式 ， 也 称 为 CoxoEH 省 公式， 公式 (2. 1) 
的 经 典 证 明 较 繁 , 下 面 我 们 采用 杜 金 元 给 出 的 证 法 。 

先 引 进 一 个 记号 . 设 z 为 任意 一 点 , 记 sz 为 卫 上 离 zs 最近 的 
点 (如 不 止 一 点 ， 可 任 取 其 一 )、 易 见 iEL 时 ,tL=t， 又 za->iE1L 
时 ,zz->t 此 外 ， 


1 一 zz 区 1 一 z 十 |z 一 zz 入 2 一 3 。 (2. 2) 
因此 ,如 果 大 二 满足 (1 10), 则 | 
IF)—f (25) SANt mz lS At lr. (2. 3) 
下 面 先 证 一 引 理 ， 


引 理 2.1 设 ft)E 甩 ,1 一 08 是 上 的 一 段子 弧 , 则 对 任何 
se J94。 


2 恒 有 
| KO-f a) mil, (2. 人 
t | , 
其 中 11 | 表示 ! 的 长 度 , MM 为 一 与 1 和 z 无关 的 常数 
证 由 (2. 3) 和 (2. 2), 易 见 

{f(D) f(a) 。 | 好 | “gs 
站 & | <24| 4 [i -<24 (re 
他 1 一 2 和 一。 加 从 天 小 于 是 |(s 一 82)/(t 一 2) |<C 
是 有 界 的 , 故 有 . 
| [Df gl <2d0r "| = 


t 耻 s 一 so 
上 式 右 端 积分 可 写 为 
21 ds Wa Us , ' 
[| (Se 一 5) +| (3 一 So 


= 了 | (Sz, 一 Sa)* 十 (so—sa)* | <2 1, 
Hu u 


因此 (2. 4 成 立 ， 引 理 得 证 . 
特别 ， 当 多 一 toEL 时 ， (2. 人 成 为 
| SF a < (2. 4)" 


| 
定理 2.1 之 证 将 Cauchy 型 积分 (1. 3) 改 写 为 
F(z) 一 一 1 人 = | 有 zEG:, 


2xt 27i rt 一 入 
(2. 5 
分 别 记 右 端的 两 个 项 为 11(z) 与 7a(2). 
因为 人 让 SH 月 当 z>toEL 时 ,zz 加 故 由 (1. 6) 知 ， 
1 (to) 王 六 io)，75(to)=0， (2. 6) 
现在 来 证 明 : 
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lim1(2) -=| ia. (2. 7) 


右 端 积分 前 已 证 明 是 收敛 的 .为 证 (2. 7), 我 们 来 估计 
EE (2) -5 IO a 
L 


< La], fa 
+ [| Kf 
= {Ti+ Tt) (+) 
由 (2. 处 和 (2. 4 知 
J2, dMer. 


任 给 7 二 0, 可 以 取 e 充分 小 , 使 了, ys 都 小 于 7. 

再 估计 六， 我 们 不 妨 限 定 ]z 一 名 |<e/2， 当 1EL 一 L, 时 , 易 
见 1z 一 引 六 2s/2, 因此， 
T=|| | fe 

-| f(t)— fn <| H(t )— —f()|- | z 一 tol 

L-L, t—t | 上 一 2 一 如 | 
[fC 
+ Hf) 


了 并- 了， t—z% 


a 


< so] + f(z. 
故 当 z 充分 接近 于 to 时 (se 已 固定 ), 可 使 上 式 右 端 也 小 于 7. 
” 这样, 给 定 e>0 后 ,可 求 得 ”>0, 能 使 (*) 式 右 端 小 于 37. 此 
抒 表示 (2. 7) 式 成 立 . 
因此 , 结合 (2. 6), 便 得 


F:(to )=3 1 | Vg A )， 
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再 利用 (GL, 12), 便 得 (2. 1) 式 . 定理 得 证 ， 
出 (2. 了 ) 式 , 还 可 得 到 有 用 的 公式 : 


f(t0)=F+(t) —F- (to), (2. 8) 
二 | r+). (2.9) 


系 2.1 如 果 f(z) 在 4G 内 全 弛 ， 其 边 什 (极限 值 ) f'(to) 
= 了 f(t0)EH, 则 


| a=) (2. 10) 


2n2 | 7 

这 是 很 明显 的 ， 因 为 ， 如 果 记 :(z) 为 (1. 3), 则 了 *(t0) 
二 f(t0), 而 F-(to)==0, 故 由 (2.9), 立 刻 得 到 (2. 10). 

此 外 , 我们 还 有 

系 2.2 假设 同系 2.1, 则 了 *(t) 在 上 上 也 连续 ， 因 此 F* (2) 
在 Gr 上 也 连续 . 

证 任 取 t6EL, 给 定 e>0, 因 为 当 zEQ!+ 上 且 z-> 如 时 ,Pr(z) 
->F+r(t0)， 改 存在 6 之 0， 使 当 |z 一 上 ll<6， 且 zcSG+ 时 ， 便 有 
18+(z) 一 P+(io)1<e。 故 对 荆 上 任何 点 t 满足 1t 一 to| <6 者 , 令 
z->t( 当 然 可 以 认为 |z 一 to| 已 小 于 5), 便 得 |F*(t) 一 F1(t0) |<e. 
故 P+(t) 在 to 处 连续 .由 toEL 的 任意 性 , 故 F*(t) 在 上 连续 . 
从 而 + (z) 在 G7 上 也 显然 连续 ， 对 ~(t) 和 了-(z) 也 可 类 似 地 
证 明 . 

我 们 还 楼 指出 , 当 工 是 分 段 光滑 封闭 曲线 ,而 to 不 是 角 点 时 ， 
Plemelj 公式 (2. 1) 仍 成 立 ， 但 车 6 为 一 角 点 , 而 它 向 着 G+ 的 夹 
角 为 ao( 图 9. 3) 时 , 则 易 见 Plemelj 公式 要 改 为 


Ft (to0) = =(1- 恕 )f(t0) ‘zd 直人 dt, 


toEL. (2.1)’ 


w= ft) ta | KD, 
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2.2 分 区 全 绅 函 数 .: 前 已 看 到 , 邵 果 f(t 五 , 则 (1. 3) 分 别 
定义 G* 和 G- 内 的 两 个 全 纯 函 数 『:(z), 而 所 -(co) 二 0，: 且 其 边 
值 Ff*:(1)(iEL) 都 存在 :我们 将 此 结果 概括 为 一 新 概念 

定义 2.1 如 一 函数 了 (z)，zEL,: 分 别 在 G* 和 G- 内 全 纯 ， 
co 点 至 多 是 一 极点 , 且 当 z 分 别 由 G+ 或 G- 内 分 别 趋 于 二 上 的 点 
t 时 ,极限 值 六 :二 ) 都 存在 (从 而 +(z) 分 别 在 6 开 连 续 )， 则 称 

因此 Cauchy 型 积分 (1. 3) 当 f(t)EH 时 ,定义 一 分 区 全 纯 函 
数 , co 点 为 其 零点 . 

反 过 来 可 以 证 明 ; 

定理 2,2 设 (z) 为 一 分 区 全 纯 函 数 ， 以 工 为 间断 曲线 , 其 
边 值 整 P+(t) 一 F-(t)=f(t)EH(tEL), 有 F(00)=0, 则 F(z)— 
定 可 表示 为 Cauchy 型 积分 (2. 1). 

证 记 
| $0) =r| ,EL, 

则 BCz) 分 别 在 G: 内 全 纯 , 且 由 (2. 8)， 

B+) Bt)=f(t), tEL, 
因此 
Ft(t)—F-(t)=B(t)— Bt), teEL. 
于 是 ,P(z) 一 D(z) 既 在 G: 内 全 纯 , 又 在 上 有 相同 的 极限 值 , 所 
以 它 在 全 平面 全 纯 , 且 已 知 PR(co) =G@(co)=0, 故 由 Liouville 定 
理 , 它 恒 等 于 零 , 即 了 (z) = 名 (2)， 定 理 得 证 . 

如 果 R(z) 同 定理 中 假设 ,但 R(co) 天 0, 或者, 更 一 般 地 ,P ( 雪 

在 处 有 % 阶 极点 ,其 主 部 为 

P,(z) = 二 co 二 cig 十 "…' 十 Cn%"， 
则 必 
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= f(t) 
F(z)= pr 1 s+P, (2). (2. 11) 


其 证 法 和 定理 的 证 明 类 似 ， 

2. 3 ”Cauchy 型 积分 的 边 值 和 Cauchy 主 值 积分 的 导数 前 
已 看 到 ,如 果 (1) 连续 , 则 Cauchy 型 积分 (1. 3) 的 导数 以 (1. 4 
给 出 ， 如 果 (2)E 五 , 则 应 用 Plemelj 公式 ,可 得 


8 (to) = 土石 了 (to) + zr| 区 w， isEL. (2.12) 


但 瓦 *(t) 作 为 工 上 二 的 函数 ， 可 以 考虑 沿 开 的 导数 FF*(t)] 
=F:’(t). 

我 们 有 

定理 2.3 当 了 1(t)E 玉 时, 恒 有 

F'+(1)=F:'(t), tiEL. (2. 13) 

证 因 f"(1)E 有 8， 由 系 2.2， 
"+(z) 在 如 上 连续 ， 在 上 任 取 
一 定点 4a, 自 a 沿 工 正 向 到 另 一 点 
t 的 绪 记 为 1 (图 9.4). 再 在 G 
内 自 a 到 任 作 一 有 向 光滑 弧 y. 
由 推广 的 Cauchy 定理 ， 图 9.4 


| Dar=| P+(2) dP:(s) | =F*(t) -P+ (a). 


但 FF*(t) 在 1 上 是 连续 的 ， 故 得 P(t)=F'+*(t)， 同 理 可 以 证 
了 了-(t)=F'(t)， 定 理 证 毕 . 

(2. 13) 表 明 , 对 于 Cauchy 型 积分 (1. 3) 来 说 ， 其 导数 的 边 什 
和 边 值 的 ( 沿 二 的 ) 导 数 是 一 致 的 . 

由 这 定理 还 可 立即 推出 

系 2.3 如 果 扩 (1)S 妖 , 则 Cauchy 主 值 积分 
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pli »=r| 2? di)ioEL, (2. 14) 
的 导数 存在 ， 且 
F(to ,= LD, i0EL, (2. 15) 


这 只 要 在 (2. 8) 中 两 端 取 导 数 ( 右 端 各 项 导数 已 知 存在 ), 并 利 
用 本 定理 , 即 得 ; 
2F" (QOPI UD BR OP ITE (to) 


-二 | F(t) gy. 
t—to 


(2. 15) 表 明 , 公式 (2. 4)' 即使 对 zEL 时 也 是 对 和 的， 对 于 高 阶 
导数 易 见 有 类 似 情况 . 
2.4 IIpHsaxoB 定理 前 已 看 到 ， 当 f(t) EH 时 ，Cauchy 
型 积分 (1. 2) 的 边 值 了: (to) 在 工 上 连续 ， 今 将 证 明 ， 它 们 在 工 上 
也 EH. 更 一 般 地 ,我 们 有 下 列 著 名 的 IIpzaaxos 定理 ; 
定理 2.4(IIptBarop) 设 f(t)EH*(0<p<1) 于 上 上 , 则 由 
(1. 2) 定 义 的 R(z) 连 同 其 边 值 7:(t) 在 整个 G: 上 也 E 吾 ， 确 切 
地 ,我 们 有 : 对 于 任何 *，z'EG-( 或 'G-), 恒 成 立 
iF(z)— F(z 1 入 Clz 一 2 当 A<1T 时 ， (2.16) 
IF(z)—F(z')|<0|z—2'|!-, Gy= 1 时, (2. 17) 
其 中 。 为 任何 小 于 1 的 正 数 , 而 C 为 某 一 常数 . 
. 当 z= 妆 2 一刀 都 在 二 上 时 ,它们 成 为 : 
IP:(t)— F(t) IECOItt I 当 A<T 时 ， (2 16) 
[2 划一 PS 一 9 当 有 = 工时 ， 12. 17》 
我 们 先 来 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 2.2 设 f(i)EH', 4<Ll 又 设 1 为 工 的 任 一 子 弧 . 
则 对 平面 中 任何 点 zei, 恒 有 
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其 中 41 为 一 常数 ,与 和 z 均 无 关 . 

证 当 = 离 7 较 远 时 ，(2. 18) 左 端 将 较 小 ， 故 只 须 证 明 当 z 
充分 接近 1 时 此 式 成 立即 可 . 由 (2.2) 并 注意 到 | 一 z| 守 1 一 zi|， 
可 知 31t 一 z| 宕 | 一 Z| 十 |z 一 z1|, 因 此 ,再 利用 (2.3), 便 知 


| f(D)—f(z) 1 
1 (一 2 


ll<24| 7 ey 523 4 
| UL 

| i 

Us 


SO) 一 和 
< LC1s 一 szi| 十 12 一 2 


324 :CS 
= [LC(sz, 一 s) 十 1z 一 2 了 


85 ds 
+ ,LOC(S 一 sz) + |z—2| J- =} 
上 式 右 并 显然 不 超过 F012 本 15 一 和 | !, 即 (2, 18) 成 立 , 


引 理 2.3 设 f0)EH'， ht 则 对 由 (1, 2) 定 义 的 了 (*)， 当 
zeL 时 , 恒 有 


{F'(z2) <M)Iz— zr (2. 19) 
其 中 4 为 一 常数 ,和 的 位 置 无 关 . 
证 由 于 zzEZ, 故 知 


/vo_l f(1) 三 
F' (2)= a ee zEL. 


注意 ; ce 
rs 
应 用 引 理 2 2, 便 得 (2. 19) 式 . 
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定理 2.4 之 证 先 设 4 天 1. 
我 们 证 明 , 当 z,z’ 中 至 少 有 一 点 在 卫 上 时 ，(2. 16) 成 立 ， 设 
ZEG+,LEL. 将 (2z) 写 成 


F(z)=11(2) 十 7 Wer) ar 
+ 2 zeEL. (2. 20) 
当 zEG?! 时 ,72(z) 二 f(z2); 当 tEL 时 ,13(t)= 了 Ct)， 故 由 (2. 3) 
[122)— 1)|S2A|z— £2EG+, EL. 
当 z 从 G+ 内 趋 于 工 上 另 一 点 1 时 , 便 有 
(72G)O—7T2t) 1 R241 t,t, iEL. 
因此 , 如 果 用 芒 (z) 表 示 12(z) (zEG+) 连同 其 在 天上 边 值 的 函数 ， 
旭 有 - 
| 计 ( 罗 一 大介] 二 24z 一 引 生 2zE 苹 ,1EE (2.21) 
当 zcCG- 时 , 7.(z) 二 0,7z(z#)=0, 因 此 ,用 类 似 记号 ， 
5(2)—13(t)|=0, 2E0"°, tEL. (2.21)! 
我 们 现在 要 证 : 对 任何 zEL,1iEL, 恒 有 
(3 一 PCD| =- 直 || er-| 
<B|z—itl, (2. 22) 
为 此 只 须 证 明 当 |z 一 夺 充 分 小 时 此 式 成 立 ， 以 二 为 中 心 . 7 
一 212z 一 上 | 为 半径 作 圆 7, 已 充分 小 ), 它 在 上 截取 一 弧 段 工 ， 
显然 |L,| 志 20,(C 为 某 常 数 )。， 于 是 


基本 一 有 3 
tT—t 


I 


1 f(r)—f (2) 
-nD1< 二 | |. TT 


十 十 


| 1 -fg 
Lz, T—t 


TCD- 
| EE Du 


$s 202 ， 


| RD=Weom 
了 一 下 ， 


"| 立 一 站 
由 引 理 2. 1， 

6,6<MIL IRM SM) st. 
因 | (一 人 /zs 一 雪 | 委 2 故 由 引 理 2. 2 知 
Jr) 一 {2 
L-L, (一 


<2M1z—tl za-s, |-'<2M zt)’, 


因为 zr-zr, ED,. 
由 (2. 3) , 易 知 
3 1D-FD 1 ,| <M -fa 
M1t—z|". 

把 以 上 各 估计 式 相 加 , 便 得 (2. 22) 式 . 

现 设 z, z'EG+， 记 直线 段 55/ 到 工 的 虐 离 为 p, 并 记 此 直线 
段 上 的 一 点 s* 使 |z* 一 好 | 一 P 者 ( 当 直 线段 与 二 相交 时 , p= 二 0， 
z* 二 为 其 交点 ). 

如 果 |z 一 2 之 |z* 一 专 |, 则 

1z 一 和 | 委 1z 一 2 十 12 一 和 | 安 2|2z 一 2 
同 理 , |z' 一 将 [| 委 21z 一 | ， 故 由 前 式 知 ， 
1P(z) 一 (z1 委 | 有 (2) 一 R*(z 罗 | 十 PP+(z 和 ) 一 再 (2 
委 C{1z 一 z| 十 | 人 一 太仓 受 241z 一 也 

如 果 1z 一 z'| 志 1z* 一 z 弛 | ;这 时 zz'CD+， 由 引 理 2. 3 (积分 路 

径 就 可 取 为 此 直线 段 )， 


LOPS A MAG SA ME A 


(= 二 (86 十 5 十 60- 


6<21z—t|| tar| 


去 | | tar—al" ad] 一 及 jz 一 zs 一 和 | 
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MIz—2z |". 
因此 (2. 16) 当 z, z"EG* 时 也 成 立 . 
同 理 可 证 z,z'EG- 时 也 是 如 此 . 
如 果 二 1 则 由 于 易 证 五 :CH!-"'(e>0 可 任意 ), 因 此 由 已 证 
结论 知 (2. 17) 成 立 ， 定 理 得 证 . 


8$3 高 阶 奇异 积分 和 推广 的 留 数 定理 


3.1 留 数 定理 的 直接 推广 利用 Cauchy 主 值 积 分 , 可 以 把 
留 数 定理 进行 直接 推广 . 

首先 我 们 指出 ,如 果 to, ti 是 上 上 两 不 同 点 ， 则 可 用 下 法 来 定 
义 主 值 积 分 ( 仍 设 (1)EH) 


r f(t) 
| 0 &, 


即 , 以 4, 为 中 心 ,各 作 一 半径 为 eu si 的 小 圆 , 使 它们 彼此 不 相 
交 , 各 截 下 工 上 的 小 弧 6o, 71, 则 上 述 积分 可 理解 为 沿 工 一 4 一 二 的 
积分 当 eo，e1->0 时 的 根 限 ， 当 被 积 式 在 二 上 含有 更 多 个 奇 点 时 ， 
可 类 似 地 定义 . 易于 证 明 , 如 果 对 被 积 式 作 某 些 代数 运算 , 例如 , 在 


上 式 中 将 TD C1 一 部 分 分 式 ， 并 把 积分 看 作 线 性 算 子 来 计 


算 , 则 这 些 运 算 都 是 合法 的 . 

下 面 回 到 本 题 ， 设 f(z) 在 上 解析 ， 但 在 G 内 有 m 个 奇 点 
21 2Zm， 而 在 上 又 有 7 个 单 极点 tt (图 9.5)， 我 们 要 
证 明 

定理 3.1( 留 数 定理 的 直接 推广 ) ”在 所 设 条 件 下 ， 

27| /a = Desf (D+ 二 Dresf (00), (3. 1) 
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这 里 resf(c) 表 示 f(z) 在 c 处 的 留 数 
证 以 每 个 加 为 中 心 , 作 一 

小 圆 弧 ,其 在 内 部 分 记 为 p4, 它 

截 下 上 一 段 小 弧 嫉 和 Ye 合成 

一 封闭 曲线 ( 仍 取 反 时 针 方向 为 

其 正 向 ) , 记 为 ， 并 设 这 些 贺 的 

半径 已 充分 小 ， 使 它们 彼此 不 相 图 9.5 

交 , 且 所 有 z; 都 在 诸 圆 的 外 面 (图 9.5). 将 上 上 的 所 有 弧 段 二 用 

周 弧 ys 代替 , 另 得 一 封闭 曲线 二， 由 留 数 定理 ， 


Fe | ,FO a= 于 esf， (3. 2) 
担 显然 
1 1 1 ， 
rr OL gr |, Out Dai fe 
于 是 


mn | n 1 | 
元 zw rsf oD) + FanT|, ,OL (3. 3) 


j=1 


在 世 所 围 的 闭 区 域 Gs 上 ,了 (2) 可 写成 
f(2)= 


(6), 


其 中 6c4 二 res f(t) ,而 je 上 4 因此 ,由 (1. 9)， 


二 TO | + (下 = 到 ee (3. 信 


271i 1 5 一 上 27r7 


以 (3. 信 代入 (3. 3), 便 得 (3. 1)， 定 理 得 证 。 
读者 不 难 这 明 ,如 工分 段 光 滑 , 而 姑 是 角 点 ， 它 向 着 G 的 内 角 
为 @z( 如 如 不 是 角 点 , 则 二 x), 则 由 (1 9) 知 ,(3, 4 要 改 为 
.205。 


1 _ Qe 
pa Le 
从 而 (3. 1 要 改 为 
27| fu = Desf)+ 赤 Pares fe) (3. 5) 


(3.5) 是 所 述 情况 下 留 数 定理 的 直接 推广 ， 它 可 以 这 样 来 理 
解 : 妈 的 无 穷 小 圆 邻 域 有 5 部 分 在 G 内 〈 另 外 I 一 站 部 分 在 


G- 内 ), 因 比 ， 极点 刀 也 只 能 算 有 池 “部 分 在 G 内 ,因而 人 2) 在 如 


处 在 4G 内 的 ” 贸 数 只 能 算 等 于 3 Dtes f(tp);) 对 于 z= 二 zy, 它 全 在 G 
内 , 故 其 留 数 也 是 全 部 在 G 内 ,所 以 (3. 5) 右 端 中 res f(z/) 的 系数 
为 1. 

作为 (3. D 式 的 一 个 应 用 , 我们 可 较 简 地 求 出 

n=| singg. 

象 通常 那样 ， 以 OQ 为 中 心 、 以 为 半径 作 上 半圆 张 人 (图 
9.6), 它 和 实 轴 上 一 BR<+ 志 BR 的 一 段 合成 一 封闭 曲线 Ls。 注意 到 
etz1/g 在 z=0 处 有 单 极点 , 且 留 数 为 1, 故 由 (3. 5) 式 


1 et 
2 | 名 二- Te 
. ei 
im], 名 dz=0, —R 0 R 和 
因此 图 9.6 
1 [与 z= 
2zi jz 2 


两 端 取 实 部 ， 便 得 
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I=[ sinsgy=x. (3.6) 
wo 


这 样 ， 计 算 时 就 不 必 象 通常 那样 以 z=0 为 中 心 作 一 很 小 
半径 。 的 半圆 ， 再 令 e->0 等 一 些 手续 了 ， 事 实 上 这 些 手续 已 吸 
收 ?在 推广 的 留 数 定理 中 . 

3.2 高 阶 奇异 积分 “为 了 把 留 数 定理 进一步 推广 到 f(z) 
在 二 上 也 有 高 阶 极 点 的 情况 ， 我 们 有 必要 先 建立 高 阶 奇异 积分 
概念 . 

我 们 来 考虑 积分 


f(¢) 
| ,to€L, (3.7) 


其 中 % 之 2 为 正 整 数 ， 即 使 在 f(t)EH 或 者 光滑 性 更 好 的 条 件 下 ， 
此 积分 一 般 并 不 收敛 , 甚至 在 Cauchy 主 值 意义 下 也 不 收 你 @， 为 
了 说 明 这 一 点 , 设 f*-?(t)EH 于 工 上 ， 仍 如 图 9. 2 那样 作 小 圆 ， 
则 用 分 部 积分 法 , 可 得 
f(t) ,1 f(t) 
1， (tO— #0)" dl -a 
ft) _ 1 f(t") 
,| er 
f (1) 1 ft) 
-mt |,, 
再 逐次 进行 分 部 积分 , 最 后 可 得 


f(t) 1 f° (1) 
|. 了 ， CG (2 -| 卫 ， t—io 尼 


工 - 工 ， 


| 


Nn 本 
3 O00 fOr) 1 
1 全 (2 一 切 …， 证 一 7—1)| (Ct —t0)"- -r~] | 


(3. 8) 


必 也 有 不 少 研究 在 主 值 意义 下 关于 它 收 敛 的 充分 条 件 的 工作 , 这 里 不 讨论 . 
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如 果 在 (3. 8) 中 令 e->0， 则 右 端 方 括号 中 消 数 的 极限 一 般 不 
存在 ,因此 (3.7) 中 的 积分 发 散 ( 即 使 在 主 值 意义 下 )， 但 若 我 们 含 
去 (3. 8) 中 引起 发 散 的 和 数 不 管 ,而 (3. 8) 中 右 端 第 一 项 的 极限 却 
是 存在 的 ， 因 此 我 们 引出 

定义 3.1 如 果 f"-D(t)EH 于 上 (x 之 2), 则 定义 


f(t) 1 fw Me | 
| |， toEL, (3.9) 


称 为 以 to 为 奇 点 的 高 阶 奇异 积分 ,或 称 作 Hadamard 意义 下 的 积 
分 有 限 部 分 . 

(3.9) 当 n=1 时 就 是 Cauchy 主 值 积分 . 

(3. 9) 式 育 以 这 样 记忆: 把 其 左 端 积分 形式 地 进行 分 部 积分 
na 一 1 次 ,并 含 弃 分 离 出 来 的 部 分 , 即 得 右 端 , 

如 果 被 积 式 在 二 上 有 两 个 高 阶 奇 点 tu, tb 例如 

| ft) yg, 

z(t—t0) "(tO— (tb)" 
则 也 可 如 w=4 二 1 时 那样 处 理 而 定义 它 , 因而 也 可 对 被 积 式 进行 
代数 运算 并 把 积分 当 作 线性 算 子 而 进行 计算 . 

高 阶 奇异 积分 概念 还 可 推广 到 % 为 分 数 (甚至 复数 ) 的 情况 ， 
还 可 推广 到 五 为 开口 曲线 的 情况 , 这 里 均 从 略 . 

3.3 推广 的 留 数 定理 有 了 高 阶 奇异 积分 概念, 就 立刻 可 把 
留 数 定理 推广 到 更 一 般 的 情形 , 

仍 如 8 3. 1 中 那样 ， 设 f(z) 在 上 解析 , 但 在 G 内 有 名 个 奇 
点 …;zmy 而 在 上 有 % 个 极点 (不 一 定 是 单 极点 ) 61,…, tw 我 
们 要 证 明 ， 在 所 设 条 件 下 ，(3. 1) 式 仍 成 立 ， 这 就 是 推广 的 留 数 

证 明 方法 类 似 于 8 3.1. 设 f(z) 在 i 处 为 7 阶 极点 ， 在 得 到 
(3. 3) 后 ,注意 现在 上 一 如 附近 ， 
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i 0 ent ee 


Oe nt te +f(), 


其 中 到 (6) 在 刀 附 近 全 纯 ， 而 cri 一 T6S fn). 或 者 ， 此 式 也 可 
写 为 | 
f= (GO 


CC 
= + 
故 由 (3.9)， 
二 | fOr ,, ,= on 
=—resf (tn). 


以 此 代入 (3, 3)， 便 得 (3. D. 

同样 , 如果 & 是 角 点 , 且 它 向 着 C 的 内 角 为 m， 则 (3. 5) 式 也 
成 立 ， 

我 们 当然 也 可 考虑 G7 中 的 推广 的 留 数 定理 ， 这 没有 什么 难 
处 ,从 略 . 

下 面 我 们 利用 推广 的 留 数 定理 来 计算 收敛 的 反常 积分 

n=[ (2) dr, n=1,2,: (3. 10) 
如 图 9.6, 考虑 


| 守 0。(4 为 正 整数 ) 


在 Ls 所 围 的 半圆 域内 ,e'**/z” I 而 在 边界 上 ,在 z=0 处 
有 唯一 的 % 阶 极点 ,其 留 数 易 见 


i 1 

(2 一 1 上 

因此 , 由 推广 的 留 数 定理 (3. 1) 式 ,得 
ET 1 GR) Ain jn 
| i Dt 
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令 R-> 十 oo, 便 得 
topikz 
| dz = br -1, 


WV” ma 这 ! 
当然 左 端 积分 仍 应 类 似 地 理解 为 Hadamard 意义 下 的 积分 有 限 
部 分 ,将 实 部 和 虚 部 分 开 , 便 得 


i 

Coskr . 
| coskz 4, Rein. 
wo NW 


Ek”!, 


my 
tosinkz ， 和, el 
| 2 =m 
前 一 式 中 , 当 % 为 奇数 时 两 端 为 0, 无用; 当 % 为 偶数 时 ， 则 有 (已 
将 名 改 为 21) 
tocoskrys, (—1)"rx 
| Ln = ri 
后 一 式 中 ， 当 ”为 偶数 时 两 端 为 0, 也 无 用 ; 当 % 为 奇数 时 ， 则 有 
(已 将 m 改 为 2n+ 1) 


t+osinkz (— 1)"n ,on 
| ET (3. 12) 


(3. 11)，(3. 12) 当然 仍 要 在 同样 意义 下 理解 ， 
但 我 们 知道 @， 


jn (3. 11) 


sin “0+2(- 1 Cr 4eoa2lz| 


inmrig = 二 :于 1)*O2rt!sin (2k+ 1)x. 
利用 这 些 式 子 和 (3. 11), (3. 12) , 便 可 得 到 


@ 例如 ,参看 瑟 , 工 ,了 araEcog: 函数 构造 论 , 上 册 , 科 学 出 版 福 , 1958, 北京 ， 用 数 
学 归纳 法 也 不 难 证 明 . 


es210。 


下 2n 一 1 


rn—k) nt hr C3. 13) 


=2nnx FD" 


k=1 


十 oo : 2n+1 WW 1 2n 
Tn=| (2 dz= DC 一 DC 1 
be 8 0 


1 A 1 2n 
=(2n+1) x SI(—D"-* (+ 却 ) (3. 14) 
so Cy 


这 便 是 所 求 结果 . 

由 于 7aw 7zn+1 已 是 收敛 的 反常 积分 ， 所 以 (3. 13)，(3. 14) 就 
没有 必要 再 如 上 理解 了 . 

最 后 我 们 还 指出 ， 本 节 中 假定 了 f(z) 在 上 解析 ， 但 实际 
上 公式 (3. 1) 还 当 f(z) 在 上 更 广 的 条 件 下 成 立 ， 这 里 也 不 
讲 了 . 

结 来 本章 时 我 们 指出 , 本章 中 所 有 结果 ,都 可 推广 到 G 是 多 连 
通 域 的 情况 除 推广 的 留 数 定理 外 ， 还 可 推广 到 工 是 一 些 开口 强 
段 的 情况 ， 其 详 可 参看 更 专门 的 有 关 著 作 ， 
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